EPFL, Automne 2024 Analyse avancée 1 (PH) Frangois Genoud, SMA

SERIE DE NOEL (x)

1. On considére la surface C C R? (cor de Gabriel) engendrée par la rotation de I’arc de courbe
1
{(x,y,z) = (a:,f,()) 1<z < oo}
autour de I'axe Ozx. z
(a) Montrer que le volume du domaine délimité par C et par le plan d’équation 2 = 1 vaut .

(b) Montrer que l'aire de C est infinie.

2. Pour x > 0, on définit la fonction gamma par T'(x) = /OO Yy le Y dy.
Prouver les propriétés suivantes : ’
(a) Vintégrale est convergente pour tout > 0 (distinguer les cas x < 1let z > 1);
(b) I'(x + 1) = 2 T'(z) pour tout = > 0;
(¢) T(n+1) =n! pour tout n € N.

dx

’(x)

o0
3. Etudier la convergence de /
2 xz%In”(x

(intégrales de Bertrand) en fonction des paramétres «, 5 € R.

Comparer le résultat avec U'exercice 3 (c), série 6 (séries de Bertrand).

© 2 —z®(t*+1)
4. Soit f,g:R — R les fonctions définies par f(z) = (/ et dt) et g(z) = / ATl dt.
0 0
(a) Montrer que, pour tout z € R, f(z) + g(z) = 7/4.
Indication : On calculera ¢'(x) en “dérivant sous l'intégrale” (sans justification).
+oo

(b) En déduire que / et dt = /7.

w/2
5. Pour tout n € N, on pose I, = / sin”(z) dz (intégrales de Wallis).
0

(a) Donner une expression explicite de Iy et Ioi41 pour tout k € N.
Indication : Calculer Iy, I, puis intégrer par parties.

(b) Prouver que lim =1.

n—00 In_ 1

Indication : Montrer que I,_y > I, > 0 pour tout n € N* et utiliser (a).
1 2-4~~-(2k2)~(2k)r

= T.

(c) Déduire de (a) et (b) la formule de Wallis : kli_)rr;o Z 13 (k=1

Puis montrer que I,, ~ 21 lorsque n — oo.
V 2n
n n
(d) A lexercice 4, série 10, on a prouvé qu'il existe £ € (e, 00) tel que n! ~ £71/n (7) (n — o0). Utiliser (c)
e

pour montrer que £~ = /27, d’ou la formule de Stirling : n! ~ v27wn (E) (n — o).

e
6. Le but de cet exercice est de prouver la formule i % = %2 (probléme “de Bale”, Euler 1741).
(a) Calculer I'intégrale généralisée 1 aresin(z) :;;1
o V=
(b) Prouver que arcsin(z) =z + Z 22;)1) 2216_:117 Vo e (—1,1).

Indication : Le résultat de I'exercice 1 (b) (iii), série 12, reste vrai pour z € (—1,1) et a < 0.

! arcsin(z) >

1
o ﬁ dzr = kZ:O m et conclure.

1 $2k+1

0 \/1—.’E2

(¢) En déduire que

Indication : On pourra calculer dx en se ramenant & une intégrale de Wallis.



