
Nombres riels IR

Il est malhensement impossible de donner and

definition precise des nombres reals dans le cadre de

ce cours. Vous ths dijafamilies of families are
as nombres, que rows abilized depuis le college pour
risoudre des equations, des problimes geometriques, etc.
Dans a cours d'analyse, nous aurous besoin de

proprites fines des nombre reels. Now allows dija
an intoduire certaines anjourd'hui.



Point de rue geometrique
Il est natural d'identifier IR avec la droite

- ! >
+Co

oriente of munie d'an point O (original choisi

arbitrairement mais and pois pour tonks.

Alors chaque nombre x-IR cameterise (a position
dan unique point sur la doil:x est la

distance du point a0, complte positiomet
site point est adoite de 0, niga Clement s'il se



bone a gauche de O. Aisi, x est interprete
comme la coordounce du point correspondant sur la droite.
On fail alors identification

x- IR point correspondant.
L-a-d, on me distingue plus les danxobjets et

breYou se referent soil an point soit an now,
selon he contexts.

Notion de distance

Soit x,y- IR. Ave identification ci-dessus,
on pent parter de la distance de x Y



definite par d(x,y)= =(x-y). On a ainsi

are interpretation geometrique de la value
absolue:

X six =O (oordownce position (
|x1 =d(x,0) =[

- xsi x=0 (oordounie nigahin)
Point de rue algebrique
Les definitions de 7 el Q sout "naturelles"it is

est relativement facile d'apprehender a structure de
as ensembles. An premied abord, asemble beau-

coup plus riche
qme I; on a limpression que
Il

us points de & recomment"tout (a droiterielle.



Pourlant, comme I, a pent the mis en bijection
are IN: hes nombres rationnels sont dinombrables.

In revanche, les nombres inels me sont pas

dinombrables;on did que" a la puissance
du continu"(cf. Algebre linewire pour plus de details).
Comme on a dejaru, il existe an effect des nombres
imahonvels (p.ex. E) et il sanire que l'ensemble

IR:*des nombres irrationnels nist pas denombrable.

Ence sans precis, as nombres irrationnels (dit grossiemment,
Les "hous"de la dvoile relle, embre has rationnels (
soul beaucoup plus nombresque les rationnels.



La construction rigourence
des nombres reels se fait

en partant de Q:on proce l existence d'un corps
ordonicarchimedian, note IR, qui conblant k
comme sous-corps (cf. Algibylinaire pour as notions).
Celle demonstration est fail p.ex.dans us lives de

W. Rudin et R. Godement, donnes en reference
ala fine du polycopile.



Notion de supremum

Def: Soit ECIR. On dit
que
bei ist un

majorant de E si on a

FxE, x
=

b.

On dit
que at IR

est an minorant de E si

F x =E, a =X.

·On dit que
est bornesuperienement

cresp. borninfinieurement) si Iadmet

un majorant (resp. un minorant).



Lif: Soit ECIR (EF0) bornesuperin -
remant. On appelle borne superience de E,
note

sup
E 3 plus pelit majorant de E.

Le nombre rcel-oil existe!-esh caracte-

risi par la propolitesuivante:
F [20 IxeE tq. supE-2X1mpE.
On fait me difiition analogue de infE.
Rem: Si E =b, alors but nombre a-IR est

ala fois minorant of majorant de E.



Par somede coherence, on adople la convention

sup= -,if =
+0.

Example: Provous que sup (1,2)=
2.

Il fact mouler:1230 Ixe (1,2) h.g.2-51X=2
i.e. F230Jx =(1,2) 1(( -2,2)

Graphiquement: M

I
2-a

2

On voit que
le point milieu de lintervalle (2-2,2),

Xa =2 - salisfait as conditions

(Si 9x2, 2-21 et on prendra simplement Xa =1#



Remarque:he mime argument movie que

sup(1,2) = 2.

Axioure de la borne superinte
Nous enoucous icecomme axioms he resultat

suivant, qui est un meorime dans le cadre de

la construction des Feels apartir des rationnels.

Axiome: Soit ECIR, E=det borne

superiment. Alors le nombre
sup

E

exist.



Remarque:On veria en exercise
que cup E

est
unique.

One consequence importante de at axiome est

la suivante.

Proposition (propriated'Archimede(
Soit x,y = IR, 120. II exish neN t.g.

uxx y

Prenme: Sup posons par
labsurde

que y
est un

Lmajoram de resemble



A : =Gnx;n =IN3.

Aisi, Aest borne superiorement of noble
azione donne existence de 2: =sup A.
Comme xs 0, on a alors

que
2-x nish

pas an majorant de A. Done is existe

meN tel
que mx< 6-1. Ceci implique

(m+1) x < <,
ce qui concredit a =sup A, car (m+1) x=>A.
Cette contradiction montre

que hypothise
uxxy

F n=N est absurde. I



Polycopi, p.5:Lecriture la plus generale pour

intersection/reunion d'une collection 1 c P(IR)

de sons-ensembles de IR est:

IE: =[xeR; fEe1, xe ES

E: =GXeIR;Ee 1, xeE3

Nous donnous danxexemples on 1 est are collection

infinite de sous-ensembles de RR.



1) 1 =E(01);n =3
Damsce was, I posside an infinitedinombible
d'etements of you pent utilizer indice ne A*

pour ecrine I intersection:

ME
=newt(0,2) =(0,1) 1(0, ) (05)...E -1

Nows pronous maintenant que fit (0.7) =903.

· S03c 1 (oit) est Wirial car 0 - (0it) Fra 1,
neNY

donc x-403 = Xe Nth01).



·E03C next10it): Il fact monher que

x =n(0,t) = x =0

Or, xen(oit) (0 = xc Fnx1.

La premiere in egalitehows dit que x =0 on x20.

Supposons par labourds que x20. Alors Archimede

auec y
=1 donne:5n.I1 b.g. A31.

Ainsi t x, c qui conbedit Fus



2) 1 =[(1,1 +1); te(0.1)3
Ici 1 continent and infinitenon-dinombrable
deliments, indexes par la variable continue t- (0,1).

Provous que
WE =U (1,1t) =(1,2).
It +-(0,1)

·U (I, HH) C (1,2):On a que
+-(0,1)

x -W (I, HH) =) I te (0.1) b.g.xe(1,1)
+-(0,1)

Or, site (oil) alors (1, 11) ( (1,2), donxe(1,2).



· U (I, Ht)) (1,2):Pour x- (1,2) donne,
+-(0,1)

on voit bien graphiquement qu'il exist te (0.1)

1.9. x t (1, Ht):

o Ia
On pent donner un felt explicitement en

prenant par exemple it le point milieu
de Wintervalle (x, 2):

1+ t =4 =2 +1()t =E


