EPFL, Automne 2024 Analyse avancée I (PH) Frangois Genoud, SMA

CORRIGE 4

1. (a) Premiérement, puisque x2 > 0, on a que T, 11 — T, = — In(1+22) < 0 pour tout n € N, ce qui montre
que (x,) est décroissante. D’autre part, I'inégalité élémentaire In(1 4 ¢) < ¢ V¢ > 0 donne

2

Tpt1 = Tp — In(1 4+ a:%) > xy — Ty, = xp(1 — xy).

Par conséquent, x,11 > 0 si x, € [0,1]. Puisque xg € [0, 1], on obtient par récurrence que x,, > 0 pour
tout n € N. Ainsi, (z,,) est décroissante et bornée inférieurement, donc convergente. Sa limite ¢ doit alors
satisfaire 'équation £ = ¢ — In(1 + £2), soit In(1 + %) =0, i.e. £ = 0.

(b) On observe que Zp41 — T, = 1‘% est > 0sixp, <1et <O0siax, > 1 Supposons g < 1. Nous

allons montrer par récurrence que, dans ce cas, (zy) est croissante et x, < 1 pour tout n > 1. Tout
d’abord, z; — z¢g = 1_% > 0 = x1 > zg. D'autre part, 1 — z; = 1_% > 0= x1 <1, ce qui achéve
I'initialisation. Si I'on suppose maintenant que z,_1 < x, < 1, on obtient bien x, < x,+1 < 1. En effet,
Tptl — Ty = 17% >0=>2apr1 > xnet 1l —zpy1 = =zn > (= Tnt1 < 1, ce qui conclut la démonstration.
Par un argument analogue, si xp > 1, alors (x,) est décroissante et x,, > 1 pour tout n > 1. Ainsi ()
converge pour tout zp € R vers la limite £ = 1 (solution de £ = (¢ 4 1)/2).

(c) On observe tout d’abord que, si la limite ¢ existe, alors
P +3
4
On remarque également que 2,11 — 2, = 5(2,, — 1)(z, — 3). On distingue alors les cas g € [1, 3] et 29 > 3.
Un raisonnement par récurrence analogue a celui du point (b) montre alors que, pour xy € [1,3], (x,) est
décroissante et bornée inférieurement par 1, donc converge vers £ = 1 (si zp = 1 ou xp = 3 alors on a
xn, = 1 ou z, = 3 respectivement). Dans le cas xy > 3, on obtient par récurrence que (x,) est strictement
croissante, avec x,, — oo lorsque n — oco. En effet, si (z,,) était bornée supérieurement, elle admettrait une
limite ¢ € {1, 3}. Mais nous avons x,, > xg >3Vn >1 4
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= ((-1)({—-3)=0 < (e{1,3}.

(d) La suite est donnée par x,,11 = f(x,,) o la fonction f(z) = a+b/x est décroissante, donc la suite n’est pas
monotone. En revanche fo f est croissante, donc les sous-suites (CEQn) et (xgnH) sont monotones. Par ailleurs,
on a que a < x, < a+b/a pour tout n. Ainsi (z2,) et (x2,41) sont bornées, donc convergentes. Leurs limites
respectives u, v sont solutions de 'équation z = (fo f)(z) < 22 —az —b =0, d’ott u,v € {3(a £ Va2 + 4b)}.
Comme wu,v > 0, on conclut que limx,, = %(a + Va2 + 4b).

2. Utilisant 'indication donnée, on remarque tout d’abord que
. U . an+1 — A
lim 2 = lim -t —°"
n—oo vy  n—oo bpy1 — by

et

. Up Tt Fug . Gpt1 —ag . Opt1 . a
hmn—: 7hb—’_i—llnl nt :hm n

ng)oo/l)n_l’_..._i_/vo n~>oobn+1—b07n~>oobn+1 ng)oobn

. .ou . Up Tt tu
On doit donc montrer que lim — =/¢ = lim ———— 0 —y
n—00 Uy, n—00 Up + -+ 4+ Vg

Soit € > 0. Par hypothése, il existe N € N tel que (¢ — ¢)v, < u, < (£ + €)v, pour tout n > N. Ainsi, pour
n > N, en écrivant u, + -+ +ug = Up + -+ +uny + uny_1 + - - - + up, on obtient I’encadrement

Un+-c+oN | un_i -t _ o+ ug U+ UN | un—1 ot U
(£ —c¢) < < ({+e) )
Up =+ -+ + Vo Up + -+ Vo Up =+ -+ Vo Up 4+ Vo Up + -+ + Vo
Il suffit donc de passer a la limite dans ces inégalités, en remarquant que v, + --- 4+ vg = 00 =

- up ety uno e Fug
Iim ————— =1 et lim =
n—o0o U, + -+ -+ Vg n—oo U, + -+ Vg
Il vient alors
(&)< lim wg(g_kg).

n—00 Un+“'+1)0
Puisque € > 0 est arbitraire, le théoréme est démontré. [
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3. En appliquant le théoréme de Stolz—Cesaro, on obtient :

1 1 1) -1 In(1+1
R e N RS VO
n—oo NP n—oo (n —+ 1)17 —np n—oo pnp—l + .41
) fim P20 _ o, Dt ) —nln(m) (04 Din(ed 1) —nla(n)
n—oo In(n!)  n—=oe  In((n+1)!) —In(n!) n—00 In(n +1)
1 1)+In(1+2)"
gy D A(b) 1
n—s00 In(n + 1) h_)m In(n+1)
et > Y N Cr ) S

p — — =
(C) n_wonp—i-lzk n—>oo n+1)p+1_np+1 7}I_>I§o(p+1)np+...+1 p+1

4. (a) Soit € > 0. On distingue deux cas. Si £ = 0, il existe N € N tel que, pour tout n > N, on ait
—&Tp_1 < Tp < EXp_1. Alnsi, par itération,

_ [x
Ty < ane" N = vz, <t g—xs, Vn > N.

Le nombre z—]{\,’ > 0 étant fixé, il vient lim /z, <e. Comme € > 0 est quelconque, on a bien lim Vx, = 0.
n—00 n—00

Pour ¢ > 0, un raisonnement analogue conduit & I’estimation
TN TN
n——=l—e) < Y, < p/l—U+¢e), VYn>N.
(-t = V<l gmlite), vn2

Supposant € € (0,¢) et passant & la limite, il vient donc (¢ —¢) < lim {/x, < (£ +¢), d’ou le résultat. [

n—oo
: . . . . . on+1
5. (a) En appliquant le résultat précédent, on a bien que lim {/n = lim =1.
n—o00 n—oo n
k
. i R , . . P(?’L)
(b) Soit P(x) = Z a;x' un polyndme de degré k > 0 quelconque, tel que ag > 0. On sait que lim - =1
i—o n—oo AN
o s o . P(n) 1
Utilisant la définition de la limite avec € = 2 il existe IV € N tel que - 1< 3 Vn > N.
arn

On a ainsi, pour tout n > N,

1 P(n) 3 agn® 3akn n akn 3aknk

- < - = < P(n) < < VP

2 S ank 2 2 (n)

n/3a
¢:>,/2 k< /P(n) < —ﬁ (V/n)k.
. . . ag 3ak.
Puisque ag > 0, on sait du cours que lim {/— = 1. Le résultat découle donc du théoréme
n—00 2 n—>oo

des deux gendarmes et du point (a).

2 & _ 2 1
7. (a) uy| = n sm(zl +qcos(n) = n3n+ : sin(n) — - cos(n)| — 0, par l'exercice 6 (a).
——
—0 borné

1—
=(1+a)" —— N —o0, par I'exercice 6 (d) et (e).
~——— 71+ 1

——1

— 00

In (2 + 1 sin (2F
(c) up =n ( 12. 7(“3 )) — 00, par l'exercice 6 (b).
2+ 5sin ()
>1né3//22)>0




