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CORRIGE 14
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En substituant t = \/>§ , on trouve alors, aprés quelques calculs,
/ de :11n<2m—3+2\/x2—3x+2)+ 22 —3x+2—(x—2)+C, Vze (2,0).
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(b) Pour tout z € T = oz = = p(t) = 2t . Alors ¢/(t) = At et lintégrale
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3. Le changement de variable t = a+b—xz, dt = — dz, donne / fla+b—z)de = / ft)(—dt) = / f@t)de
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4. (a) Pour z € (0,a), on pose x = ¢(t) := asint, avec t € (0,7/2). On a bien que ¢ : (0,7/2) — (0,a) est
un difféomorphisme et ¢ € C1([0,7/2]). Donc le TCV donne
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(b) Pour z € (0,a), on pose x = asinht, dx = acoshtdt, ¢t € (0,argsh(1)), et le TCV donne
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(c) 11/3 —In 16 (cf. exercice 4 (b), série 13);  (d) 2mv/3/3 (cf. exercice 5, série 13).
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5. (a) L:/ \/j:(t)2+y(t)2dt:/ \/(l—cost)2+sin2tdt:\@/0 V1 — costdt.

0
Mais cos(m — t) = cos(m + t) pour tout t € (0,27), donc I'intégrande est symétrique par rapport a x = .

Donc L = 2\[2/7r V1—costdt = 2\/§/W \/2sin?(t/2) dt = 4/7r sin(t/2) dt = —8|cos(t/2)] = 8.
0 0

2m 2m
) A= / dt—/ (1 — cost) (1—cost)dt:/ (1 —cost)?dt
0 0

1 1 27
—/ (1—2cost + cos® t) dt = [t—2sint+2 <t+251n2t>] = 3.
0 0

1 1 1
6. (a) A= 27T/0 y(x)V1+y (x)2de = 27r/0 cosh(x)y/1 + sinh?(z) dz = 277/0 cosh?(z) dx
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(b) V = w/ol y*(z)dz = W/OI cosh?(z) da = g [1 + ;sinh(Q)} .
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(c) / Inzdz = lim Inzdz = lim x(lnx—l)‘ = lim (-1 —t(Int —1)) = —1.
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= arcsin (1) — arcsin (—1) = 7.
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Iexercice 7 (b) implique que l'intégrale généralisée / 2
1 T

1
8. (a) On compare l'intégrande f(z) = avec g(x) = n72:13 Comme f(z) < g(x) pour tout x € (1, 00),
x

dz converge.
(b) L’intégrande f(x) = étant continu a droite en z = 0, la convergence de I'intégrale dépend

1 1
T+ (co2z)/z T (z — 00). On entend par la que

22 4+ cos? x

du comportement de f a U'infini : f(z) =

1 1 1
flx)==+o0 <> lorsque x — oo, ce que 'on vérifie rigoureusement en comparant f(x) avec g(x) = —.
x x x
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On a que lim@—hmxi—l et / —dr =00
z—o0 g(x) z—o00 2 4 cos? x 1
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intégrale définie

Inz—1

(c) L’intégrande f(z) = (22 + )Wa? —z 1

étant continu a droite en x = 2, la convergence de l'intégrale

1-1/Inz 1
dépend du comportement de f a l'infini : f(x) = ~ T — 00).
P P ! f=) (Inz+1/Inz)vVe2 —2z+1 (Inz)z ( )
On compare donc f(z) avec g(z) = g .On a
lim flz) i zlnz(lnx —1) _ lim Inz—1 B
z=o0 g(x)  e=oo (In?z4+1)Va?2—a+1 2= (lnz+1/Inz)/1—1/z+ 1/22
00 1 t 1 —1
et / dz = lim In(lnz)| =00 = / nY dz = o0
9 zlnz t—00 2 (In?z+1)Ve2 -z +1
sin(e™7)

(d) Comme lim
T—00 e

[e.e]
= 1, 'exercice 7 (a) implique que l'intégrale généralisée / sin(e”*) dx converge.
0

(e) L’intégrande f(z) = 7/2 — arctan(x?) étant continu a droite en x = 0, il suffit d’étudier le comportement
asymptotique de f(z) lorsque x — oo. C’est la vitesse & laquelle 7/2 — arctan(2?) — 0 qui est déterminante.
On observe que, pour tout « > 0,

1 1
tan (g = arctan(x2)> = cotan( arctan(z?)) = 2 = g — arctan(z?) = arctan (332)
Donc f(z) = arctan(1/z?) ~ 1/2? lorsque & — co. Or 1/2? est intégrable & 'infini ([ dz/2? = 1), donc
Vintégrale [;°(5 — arctan(z?)) dz converge.

(f) L’intégrande In(sinz) est continue sur (0,7/2], mais lim,_,o+ In(sinz) = —oo. La vitesse de cette diver-
gence déterminera la convergence ou non de l'intégrale. Or,
In(sin cosx/sinz x
lim gz im ;: lim — -cosx =1,
z—0+ In(x) z—0+ 1/x z—0+ sinw

donc l'exercice 7 (¢) implique que fow /2 In(sin z) dz converge.

(g) O d’abord 1l /7r dz /M2 @ o 1
n remarque tout d’abord que, si elle existe, =2 . Observant alors que
& q q 0 Vsinz 0 Vsin x q
1 1 dx

w/2 dz T
: ~ — quand z — 07, et que / — < o0, on conclut que / :
sinz VT 0 NZ 0 Vsinzx

dz. La premiére intégrale converge car
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La seconde est également convergente car
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Donc / ———— dx converge.
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