oy

t 8tre

_d ite

ing

~ Prolongeons f 2 R
~ fonction f est alors un

Zi’olls;r; ﬁnl acy s A YUe YNy éianl C()“'N- s Q‘a“‘

oo KCB(xl,a)U...UB(x =
m, o),

gite (Jni (x)) convergeant pour tout x ¢ g j existe un eng; @5)
s 1€r N tel
[ fn; (x5) — f'lj(xs)| < g .
.;Net1<s<m. (46)
e 45) montre que x € B(x,, b
si SixéK’( 5) 1)) Pourunmd,cestelque ‘
| fn; (x) — Jnj (x5)| < &
i sii > Netj = N,ondéduit de (46) que
ur |
) S G < 1 &) = oy ()| + | (xs) — In j(xg)| \
4 |fnj (x5) = f"j (*)| < 3e. 2
. achéve ]la démonstration.
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Théoréme Toute fonction complexe et continue sur [a, b) est limite uﬁifome sur
.2;] June suite (P,) de polynomes. Si la fonction est réelle, les polynémes peuvent étre
%M ; coefficients réels.
Cest sous cette forme que le théoréme a €t€ initialement decguym par Weierstrass.

Supposons, sans perdre de généralité, que [‘%i
%;“: f( l)pi 0. En effet, si le théoréme est établi dans

e B S @ O AW fO) g 0

On a alors g(0) = g(1) = 0 et si g est limite uniform
est évident qu’il e est de méme pour f, f — g étan
tout entier en posant f(x
ormément continue sur







SUITES ET gf;
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posons M = sup | f (). Utilisant (48) et (50) et e 1 ONCTIONS 149
0

[0, 1],ona ait
pour rout x € [ 1 que 0 (x) > 0, on voit dile

«7)

1
an(x) = f(x)| = \f_l(f(x +1t) — f(x))Qn(t)dt

(48) < 1
< f PG40 = F@I0u a1

que v

<2M S
2 Qn(t)dt+§ 25, On(t)dt +2M fl On(t)dt
<AMVA - 4 £ :
2

==&

pourvu que 7 soit suffisamment grand. D’ou le théoreéme.

1 est intéressant Qe tracer le_s représentations graphiques de O, pour quelques valeurs
de n; on pourra ainsi s€ fzonvamcre de 1a nécessité de la continuité uniforme de f pour
¢tablir la convergence uniforme de la suite (Py). ;

pour démontrer le théoreme 7.32, onn’aura pas besoin de la forme générale du théoreme

“9) 7.26, mais seulement du résultat plus faible suivant qui en est un corollaire.

nt établie 727 Corollaire Pour tout segment [—a, a), il existe une suite (Pp) de polynomes réels
vérifiant pour tout n, P,(0) = 0 et qui converge uniformément vers la fonction valeur
absolue sur [—a, al.

Preuve D’apres le théoreme 7.26, il existe une suite fle polynémes réels (Qn)
qui converge uniformément sur [—a, a] vers |x|. En partlcuher, 0.(0) = 0 quand
(50) n — 0o, 1l est facile de voir que les polynomes v ,

»éi : ; Pn(x) = Qn(x) i Qn(O)’ (n — 1, 2, 3, o )

o re en évidence les propriétés des polynomes nécessaires

e fami fonctions complexes ¢C

k. Sedeour 1 addition, la m }‘t%phcatlotx‘t eto};

;) S;a+ gpe A, @) f8 € At (iii) ¢f € P

B mplexe ¢ On peut aI‘ISSlC

p}?’i) devra etre vérifié pout tout n0
0

ncore dans /% -
est € mf

. ve unijo
gte de la con . S dit alors Que
ormes de fon° adnérence PO

L’g}‘ 7.14)’ ou 1€

R



