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Exercice 1. Contrôler la “croissance” à l’infini des fonctions uniformément continues.

Soit f : [0,+∞[→ R une fonction uniformément continue. Montrer qu’il existe α, β ∈ R tels que
pour tout x ∈ [0,+∞[:

|f(x)| ≤ αx+ β.

Indications:

(a) Montrer qu’il existe δ > 0 tel que si x, y ∈ [0,+∞[, |x− y| ≤ δ alors |f(x)− f(y)| ≤ 1.

(b) Vérifier que |f(nδ)− f(0)| ≤ n, ∀n ∈ N.

(c) Montrer que |f(x)| ≤ 1+m+ |f(0)| avec m =
⌊
x
δ

⌋
où byc est la partie entière de y ∈ R. Conclure.

Exercice 2. Bien cerner la continuité uniforme.

1. Soit f : ]a, b]→ R continue. Montrer que f est uniformément continue ssi limx→a+ f(x) existe
et est finie.

2. (À rendre) Soit f : [a,+∞[→ R une fonction continue. On suppose que

lim
x→+∞

f(x) = ` ∈ R.

Montrer que f est uniformément continue sur [a,+∞[.

3. Donner, en justifiant, un exemple de fonction continue et bornée qui n’est pas uniformément
continue.

Exercice 3. Étude de la continuité uniforme et de la lipschitzianité sur un cas concret.

Montrer que f : x 7→
√
x définie sur [0,+∞[ est uniformément continue mais pas lipschitzienne.

Exercice 4 (*). Un autre point de vue sur la continuité uniforme.

Soit I = ]a, b[ avec a, b ∈ R ∪ {−∞,+∞}. On dit que f : I → R est presque lipschitzienne si

∀ε > 0, ∃L > 0, ∀x, y ∈ I, |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|+ ε.

Montrer que f : I → R est uniformément continue ssi f est presque lipschitzienne.

Exercice 5 (*). Construire des fonctions lipschitziennes particulières.

1. Donner (sans justifier) un exemple de fonction f : R → R lipschitzienne et bijective telle que
f−1 n’est pas lipschitzienne.

2. (**) Montrer que les fonctions lipschitziennes sur [0, 1] sont denses dans l’ensemble des fonctions
uniformément continues sur [0, 1], c-à-d. si g : [0, 1]→ R est une fonction uniformément continue,
alors pour tout ε > 0 on peut trouver fε : [0, 1]→ R lipschitzienne telle que

|fε(x)− g(x)| ≤ ε, ∀x ∈ [0, 1].

Indication. On pourra au choix soit (i) considérer la fonction fε(x) = supy∈[0,1]

(
g(y)−Lε|x−y|

)
pour un Lε > 0 bien choisi, ou (ii) construire une approximation affine par morceaux de g.
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