
Preuve On pose Pn x SIF x a PolynômedeTaylorde f en a

d'adren
Soit EI a On définit pour ZEI

g e f z Pn z
M

z a

On constateque y est nel fois
dérivable sur I et on a

O gl a g a
g

a et g
x 0

en particulier car pour k 40ns Pi a j a par
construction frintilihmen

Par le Thm deRolle appliqué à g
a t.gg x 0

appliquéà g a il t.gg x 0

Ainsi desuitejusqu'à Rolleappliquéà g Xm E a xn t.g.gl x 0

C'est à dire

g x f1 xn
P

4 1

Ce qui entraîne f x Pnlx f1 xn FormuledeTaylor

six a la formuleestévidente et le cas a se traite demanière analogue En

4 10 Relation entre formuledeTaylor et PL Enfait ftp.ifj.LYELIgp
Thm Soit I CIR intervalle ouvert a I Si f E C I alors f admet
le Dln a suivant

KEI f x Ê8 x a o x a lorsque a

CThm.deTaylor Young



Preuve D'après Taylor Lagrange xE Il a u e a

t.qflxl.EE8 x a j ux

Donc fix Ê S a j ux S a

1

1114Kffantinuirédef ena

Ix al es

1mg si j estdérivable et 7M 0 t 9 1f MipentpiETmintervalle
hypothèsemoins forteque de

demander f E C I pluspetitsibesoi

alors on a une estimation plus précise dureste Par Taylor Lagrange

1f41 Ê 8 a à Ï j ux avec une ait

M Ix a
t

EH.fi fuex
s

InégalitédeTaylor Lagrange

4 11 Application

1 Calculde limites résoudre des formes indéterminées

Exemple Calculer limo
6sink 6

forme indéterminées

Par Taylor Young on a un Dls 0 pour sin

sin x sifo
91 1 0 _si x 05 911 013

si 1 01 1 1 015 x

0 ohm on a même plusprécisément 01 7



Donc Gsin x 6 6 01 5 6
s S

ollxi.to

2 Extrema locaux

Soit I intervalle ouvert f E C I et a t I

On rappelle la condition nécessaire d'extremum local

fatteintun extremum localen a J'la 0

Montrons la condition suffisante suivante

Prop J a 0 et j a 0 f atteint un extremum localen a

Pree la formule deTaylorLagrange donne pour E I a

f41 flat f ux a avec axe a
7 flat 8 14 a

Supossons f a 0 Comme j'ECO I

75 0 HUEI ln ales fifa so

donc xEI Or ales f ux a 0

fix flat
Donc f admet un minimum local strict en a lecas ou j a 0 estsimilaire

Plus généralement si pour n EIN on a f E C I et j a f a f à
et f4 a 0 alors f admetun extremum local en a



3 Point d'inflexion

Soit I intervalleouvert f I IR et a EI tg J a existe On

rappelle que la fonction
Y I R

I fla flatlx a

a pour graphe la tangente au graphe de f en a

Def On dit que la flat est un pointd'inflexion du graphe de fs.si
f l changede signe en a Autrement dit si JER 75 0 fq

Vx EI kg OK ales d ffx 411 x a 0

140
94

y f xen

Jappaitd'inflexion
à

Prof Si f EC Il et f a f a f a 0 et f1 a 0

Alors Ca flat est un pointd'inflexion dugraphede a

Preuve On a f x 411 f x f a j'la a XE Ikat

f ux 1 avec une a

75 0 t.gg ux x a et designe contant sur

a S a S Mal Donc f il change de signe en a EH



4 12 Règlede Bernoulli L'Hôpital

ThaRèglede Bernoulli L'Hôpital Soit f g a b R deux fonctions
dérivables t.gg etg ne s'annulent pas sur a b Onsuppose

lima f x lima g x α 40 a a

4 Ema f4 µ E R u
a ta

Alors on a lima fÏ µ
Exemple

BH E
limoixloglx limo 9 limo limo 0 EN

Ring requiert moins derégularitéqu'un DL en a l'ala etgala peuvent nepas
exister

Lemme TAF généralisé Soit f y a b IR deux fonctions continues surCab

et dérivables sur a b Si Xxe a b g x Oalors

71E a bf flat f14
gla glb

Preuve Si g
x 0 Vx E a b alors

y a g
b contraposée deRolle

Soit h a b IR

hlx f x f a ga gla
J'b flat
9lb g a

On a bla hb 0 donc
par le Thm de Rolle 71 a b tg

O ti c j c gilet J'g5 d'oùlerésultat canGlo 0



Preuve de B H

14 Supposons O et p ER On prolonge f et g par0 en a Pour

a b d'après le TAF généralisé

taxe axe t.gs'gYÏ 8,1

En faisant tendre vers at on obtient le résultat

2 Supposons α tas et µ ER Soit es 0 Par les hypothèses lit et Iii

7 E a b t g Xxe a vol flxl o et ffff p

D'après leTAF généralisé six a 75 E xoltqflyffj.LY HÈ
Ainsi Si 4 1 7 N E

On souhaitemaintenant se débarasser deflxoetg xo
dans cetteexpression

On a 1,4414 1g fi IYIJ Grâceà ilanalimahlx 1 limant

insi de a Xo tg txt a dL hlx 0 et là 1 K E21ps
l'ensuit vxesa.de que r FÉTHI 11 S'JIJI 11

F Expl E

Cela montre finÇÀ p

3 Si p
os montrer Lima9ff 0 grâce au cas précédent

4 Les cas restants sontsimilaires ma


