
Preuve 1 Soit k yp f x ER Soit y EI tg xxy
Par le T A F 3 ce y tel que fly f x file y x

Donc 1f y f x K.ly Ainsi f est K lipschitzienne

Il existe KEIR t.gl X y EI fin61
1f41 flyllkk y
Donc f191 f1 KK dumoment quey

y
Donc en passantà la limite y on déduit 1f x K K
Ainsi f estbornée sur I En

4 8 Développements limités

Def Soit n E IN et f DIR IR définie au voisinage de ER On ditque

f admet un développement limité à l'ordre n au voisinagede xo
abrégé en Dln x ssi

ilexiste ntl réels do an EIR telsque

ED f4 ÉüÉàÉàÊ ÊtreduDLoù E x Ix xol

Autrement dit

f admetunDln xo 7PpolynômeréeldedegréEn telque f x P x Ix xo

ouPl xd équivalent



Top unicité Si KED ffx Plxxol xo deglPKn
et
px Qlx xoltoflxx.tl deglQEn

Alors Q P

Preuve On a deg P Q Kn et PlxxolQlxxo o x x

Par l'absurde suppose que P Q et soit
aux OKKEn le terme deplus petitdegréde P Q
On a au 0 et

P Q xd
x

du ce qui contredit P Q x

Ainsi P Q
etdonc sontredit P Q xo

Prop troncaturedeDL Si f x Éau x x E x est le Dln Xo de

Alors flxl au xo Ee x avec Elx Épipulx x e x

est le Dlp xo de f
Pretre Il suffitde remarquer que Elx xo

Prop v f admet un DLolxo f admet une limite en xo

f admet un DL xoet
f estcontinue en f estdérivable en

On a alors VxED flxl flxol f xo xol

Preuve Immédiat 2 On retrouve la caractérisation dela dérivabilité en

On verra ci dessous f n fois dérivableen f admet un Dln x
Taylor Young

gansep
f continue en



Contreexemple à l'implication réciproque

f IR IR
Fin pan o

O pour 0

f admet un DL O car f x 0 x2 car 1
3

5 0

21 f estdérivable sur IR et 4f
x 3 sin 2

cos

j 10 0

3 J'discontinue en 0 dans f n'estpas 2 fois dérivable en 0

Prop Parité et DL Soit f admettantun DL O departieprincipale P x dotaXt tant

1 f paire P pair c à d au O VK impair
2 f impaire P impair c à d au 0 KK pain

Preuve Comme x ED f x P x ocx et KED f1 x PC x 01 7
et deg PC X En

Si f estpaire par
unicitéduDln 0 de f on P X PC X donc

Pestpair
Le cas impair se traite de façon similaire as

Ring les DL sont des fonctions en bonne et due forme que l'onpeut Sommer

multiplier diviser et composer Requiertdelapratique

Combinaison linéaire si flx Ê an x E x etglxl E.ba x x Ealx

avec E et ca dans g Ix x1 et α BEIR Alors

of βg xo ETαau βbu xo Es x Dln O draftpy
où Es x de x β z x of Xo



Multiplication exemple

Si f x ao a a x E x avec x 0 Ple 0 def
4g x bo b be x Elx avec E x 0 DL 101deg

Alors

f g x ado dob bon a bo a b ao.be x h x

avec b x a x Ez x a bex a 3E x

Ac b x ac.be x an Eclx e x g
x

On observe que h x x dans l'expression pour f gilet son DL O

On ne peutpas déduire un DL à un ordre supérieur ici à cause par exemple

duterme 9 x x quin'estpas of en général

4 9 Formule deTaylor Lagrange

The soit I R intervalle ouvertde IR f I IR une fonction n 1 fois
dérivable sur I Si ne I alors EI 70 0,1 tel que

x fla J a al f a a j a x a t'f1 a 04 a

On pourra l'écrire ainsi

f41 Êot x a in j ux avec une a

Formule detaylor Lagrange
Rong Observer

que le cas n Oest équivalant au TAF

flx flat flux x a avec ux E a



Preuve On pose Pn x SIF x a PolynômedeTaylorde f en a

Soit EI a On définit pour Z E I

gle f z Pn z
M

z a

On constateque y est nel fois
dérivable sur I et on a

O gl a g a
g

a et g
x 0

en particulier car pour k 40ns Pi a j a par
construction frintilihmen

Par le Thm deRolle appliqué à g
a t.gg x 0

appliquéà g a il t.gg x 0

Ainsi desuitejusqu'à Rolleappliquéà g Xm E a xn t.g.gl x 0

C'est à dire

g x f1 xn
P

4 1

Ce qui entraîne f x Pnlx f1 xn FormuledeTaylor

six a la formuleestévidente et le cas a se traite demanière analogue En

efinkit


