
tan EEl R sin E E 1,13
antan IR JE E arcsin 1 E E
strict surjectives continues strict surjectives continues
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3.4 Continuitéuniforme

Def Soit I CIR un intervalle et f I IR On ditque f est
uniformément continue sur I ssi

Ves o
EE

x y EI Ix g les 1f41flylke
indépendantde y

f continue f uniformémentcontinue

Exemples A Soit a 0 et f os R

Xxy EI 1f x flyll 1f f1 145 IYI
Donc pour

0 avec S E X on a x y
I

Ix y es 1f x fly L donf uniformément continue



B Soit as 0 et
g α IR

x ̅
x y EI 1f x f g1 1 2 421 Ix yl y 2d y
Dai pour es 0 avec S on a xy EI

Ix y es 1f x fly 1 205 E

donc g uniformémentcontinue

Req f I IR n'estpas uniformément continue sur I ssi

72 0 SSO y EI t.gl y es et 1f x fly 2E
ou encore en prenantSn n EIN

JE 0 et deux suites xn et yn dans I tg Limosin yn 0

lflxnl flynllze.tn

Exemples Aff 30,1 R
Paas xn et yn n fN dam3011

On a xp y nina Iso

et lflxnl fly.tl n nti 1 Fn EN
Donc f pas uniformément continue sur 0,1

BJ g Posons
n n etyn nth KEN

On a yn Xn 0

et Iflxnl flynll 1 n neh 12 f122 n EN

Dans
g pas uniformément

continue sur IR



Thm Une fonction continue sur un intervalle fermébornéestuniformément
continue

Preuve Par l'absurde Supposons f a b IR continuemaispasuniformément
carte

Alon 7e 0 et xnln.net ynlnzodemsCaib t
9ef'Yji fyhatha

Pas B W xn admet une sous suite xn qui converge vers CECa b

On a lyna el k I yn nul na el nn el Foo
Ainsi finsyna c Comme f estcontinue en a

lffqt f.LY
0

Ce quicontredit 1f xn flyn 17E VEIN eau

Exemple O B IR uniformément continue

P yn

y M
À 1

3 5 Fonction Lipschitziennes appelée constantedeLipschitz

Def Une fonction f D IR est dite K lipschitzienne KEIR S

x y ED 1f x fly l k k Ix yl
f estdite lipschitzienne si KEIR V g festK lipschitzienne
pente

921
y f41

fest 1 Lipschittiennep

À



Si ICIR intervalle et f I IR alors

f lipschitzienne f uniformémentcontinueEt f continue

Def Si f est k hip avec K K 1 on dit que est
contractante

K 1 on dit quef est
strictement contractant

1f41 fly y txy n'implique pas f strict contrastante

Par exemple 84j ja Pj Ii
Thm pointfixedeBanach Soit f IR IR strictement contractante Alors

f admet un unique pointfixe c à d
il
exijm.EEpi flxl

xRmgle strictement est nécessaire en effet f x 1 est 1 Lip mais
n'admetpasde pointfixe aussi exemple ci dessus

Autre Thm de point fixe cf série 7 1 exercice3

Toute fonction continue f a b a b admet un aumoins point fixe
Preuve Paintfixe deBanach

Soit f R R et K E O IL t g VxyEIR 1f x fly k y

Existence Soit xn définie par o ER et Xp f xn NEIN

On a tn EN Ixnt xn 1flxnl flxn.it kK 1Xn Xn il
Par récurrence on a dans

I ne Xul KK I Xo

Ainsi n m EIN
I nem Xul 1 nem nem il nem t ntmal it Xn i Xnl

Ktm K K 1 Xo



K Ix Xo K KI I Xo IL 0

Donc Xn estde Cauchy doncelleconverge Soit c EIR sa limite On a

nlimas flan
nfs ni c

f c car flip f continue
Donc c f e pointfixe

Unicité Soient s DEIR deux pointsfixes de f On a
Ic d flc fld KK c d 1 kl.li dlko

Comme KE O I on en déduit d 0 donc c d Bo

3 6 Suites de fonctions
Soit DCIR D et frilne une suite de fonctions sur D

c à d nein fn D IR

Def On dit fnl converge on converge simplement ponctuellement vers f sss
Vx ED n'ILET d'unesuite réelle

On note fn f

Ex A
D O B Un

l fnlx
si ECO En

f4 l 2 2nx si E tn.tn

1fr
0 si EH 1

Si 0 alors fins falxl lis 0 0

Si 0 noEIN nano ex et donc limesfulx 0

Ainsi fn E.IO


