
On note ft C a b resp JE C a b etc

en Iffat ions continues sur a b

Req Soit I C R un intervalle Avec ces définitions on a

f continue sur I xEI xn dans I limesxn Xo ftp.flxn flx

Opérations préservant la continuité

D Règles algébriques si f et y continues sur I alors

KEIR of f 9 f g sontcontinues sur I
pédfitère

si g
x 0 x EI alors tg estcontinue sur I dela limite

D Composition si f I J et g
J IR continues alors gof

est continue sur I
afin1h10Eneffet xnnem

dans I tankman EI alors

g flnks g limsflxn limesgff xn
livrementionné Mathematica D Bessi

Comme FÉE estcontinue on déduit
que

toute fonction rationnelle
est continue sur son domaine dedéfinition grâce auxrègles algébriques

On admet aussi temporairement exp log sin cas continues sur leur
domaine

Prolongementpar
continuité

Soit f E IR définie au voisinage de x.EE
si ftp.flx lEIR alors

f EUX IR
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1 six Xo est continue en Xo et appelée

l six le prolongementpar continuitédef
aupointxo



Ex le prolongement par Eine
si Ïdinalcontinuité de

f R R

SE
est

j R IR
si

pan 0

1 pour D

3.3.2 Théorème des valeurs intermédiaires TVI

The Soit I CIR un intervalle et f I IR continue et Ca b EI

t.ggalkflb Alors

JE flat f b Ela b f a 8

l'image d'un intervalle par une fonction
continueest un intervalle

Preuve Trivial si 8 flat on 8 8b Considérons flak 8kf b
On suppose arb l'autre cas étantsimilaire

ya 4 811

98 1MF b

Soit E Ca b flx F84
soit c supE ER quiexiste car E est

non vide son atE

majoré par b
Montrons

que f1 1 8
n EIN EE et yn a b IE tg

c n k c
yn ke

caractérisatᵒanalytifudusup Existe car cab eneffet Joli en



yg p f
Alors xn et yn et par continuitédef 48
Mais HEIN
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et
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d'où à la limite 8Kf c F8
Autreprince possible créer2suites adjacentespar

dichotomie expliquéà l'oral

3 3 3 Continuitésur un segment

Segment intervalle fermé borné I a b avec a Fb

Thm Soient a b EIR a b et f a b IR continue
Alors til f estbornée et Lii atteintsesbornes

En combinant avec le TVI on a si f a b IR continue alors

f Ca b pirapflx Reqf41

l'image d'un segmentpar une fonction
continue estun segment

PreuveduThm

i Supposons que f non majorée UnEIN ne a b tg flan n

Par B UV une sous suite Xunuen tellequeftp.xnfc Ca b
Parcontinuitéde f en a f xna Fs f c ER

Mais F4EIN flXna nu K donc f Xm ts contradicts

Dan f est majorée
Lemême raisonnementappliqué à f montre que f estminorée
Ainsi f estbornée

ii suff Non
f41 y

1



Soit M 4,1 x Fn EN n E a b M If xn x ̅ M CH

Par B VV une sans suite Xn t.grmgna d a b

On a alors
limo fan 4M par

f d par
continuité

Ainsi de a b M fld
Raisonnementanalogue pour leminimum De

3.3.4 Continuitéet monotonie

Thm Soit I un intervalle et f I IR continue Alors

f injective f strictementmonotone

Contre exemplesi f pascontinue y f1

Ee

Preuve 1 Immédiat car si EI avec XXe alors

soit flxi kf42alors
sait fix fixe

donc f x flx dans les2cas

Soient a be I a b On suppose f a f b ÉtIüaire
Supposons par

l'absurde
que f n'estpas strict sur a b

a b Ex et f x f x
f injective f x flic et f x f b on f x flb
Si f x 1f b alors fly flail f b

fiTEET



a X2 b

Par le TVI CE b tg f c f x
Comme b done c contreditf injective

Si f x f b alors f a f b f x
Par le TVI 7e Ca tg f e f b
Comme b a donc c b contredit f injective

On a montre que f est strict sur a b

Comme a b quelconques dans I on montreainsiquef eststrict matone
Autre

preuvepâtiEpar par contraposition
Non fstrictmantas 4E tg Ex et xy et flx flic et f x 2ff

puismontrerquefpasinjective entraitantdifférentscas avec leTVI
Thm Soit I JCIR des intervalles nonvides et f I J surjective

et strictementmonotone Alors

il f estcontinue
ii f admet une fonction réciproque f J I continue et

strictementmonotone

Preuve exercice

Exemples

If rémi II Ii Ei
cas O T 1

ca x

strict surjective continue

Réciproque

arica 1 O T

arica x

strict surjective continue
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i
tan EEE IR sin E E 1,1
antan IR JE E arcsin 1 E E
strict surjectives continues strict surjectives continues


