
chap 3 Fonctions réelles limites continuité
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3 1 Définitions et vocabulaire
Soit A CD dom f non vide impge

deAparf

Def On ditque festMÊLÉE surA si l'ensemble f A est ftp.tEf
Ondéfinit p f4 sup f A le supremum de f surA es siflAlnonmajo

Inf f41 inff AI l'infinum de f sur Al asifAnonmin

S'ilexiste x ̅ ED t.gsuffflxl f x ̅ on dit que f atteintminimum min longmin

son maximum en x ̅ On note mayfix f x ̅ et x ̅Eangmeyflx

S'il existe ED et 5 0 t.gl restreinte à S SCAD atteint
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Def f estdite est croissantesont si EA flx.lkfixe
décroissante E

f estdite est strictementcroissante surA si etA X fix f11
décroissante l 1

festdite strictem monotone si elleestsoit strident croissante
soit strident décroissante

gflm
f croissante sur A et surAz
mais pas croissante sur D AVA
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Def Si D est symétrique par rapport à 0 c ai d ED ED
alors pour f D IR on dit que

f estpaire si ED f x f1 x

f est impaire si ED f1 x f x

Prof Si D estsymétrique par rapport à 0 toute fonction f D IR

se décomposedemanièreunique en la sommed'unefonction paire etd'unefonctionimpai



Preuve En effet si f fi fp est une telle décomposition alors ED

ff1 fp x fi x

ft fptyifitxt.jp x jik

l partie paire

fi x f41 ft partie impaire
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Lesfonctions ainsidéfinies sontbien paire impaire cela démontre l'existence et
l'unicitéde la décomposition ma

Def Si D IR on dit que fest périodique s'ilexiste PER t q

HEIR flx P f x
Dans ce cas Pest appelé une périodede f
On vérifie par récurrence qu'alors nPestaussi unepériode n EI ne

E L'ensemble des périodes de f Tina est 42KF KE
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y et l'ensemble a

Def Partie positive ft D IR
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Partie négative f D p
max40 f1
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3 2 limitesde fonctions réelles

3 2 1 Définitions

soit f D IR

Def Soit xo EIR On dit f estdéfinie au voisinage de s'il existe
5 0 3 0 8 Xo S a DU Xo

Ex f ÎÎ à
S IX 4 CD

six définie au voisinage de 0

car F830 S S C IREU 04 IR

9 définie au voisinage d'aucunpoint pardensitéde IRQ
dans IR

Def Soit f D IR une fonction définie au voisinagede Xo IR et LE IR
On ditque f admet pour limite l en notéftp.flx lonfigs.flxl

ssi VEp0 75 0 ED 0 1 xoks 1f41 l E

y flyn
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s fois

Si f est définie en on peut avoir flxol ftp.flxl
on parle aussi de limite épointée



3.2.2 Caractérisation à l'aide de suites

Thm Soit f D IR une fonction définie au voisinage de et l EIR Alors

ftp.flxl l
annew suite

d'éléments deDIX t.gfi.mgan

on a limesflan l

Preuve I Soit antre une suitedans D1 Xo t gLingan Xo Saik ESO

Commeftp.flx l 7830 ED Ok les 1f x lle

Commeftp.an xo NEIN Un N Of Ian Xo ES

Ainsi on a Vu N Iflan l TE Donc figs flan l

Montrons la contraposée non A non B

Supposons non A 72 0 830 ED t.gr x xoltSetIflxl ll7E
En prenant Son ceci implique l'existence d'unesuite xnnew t q

Ok Xn KolkSn tn et Ifla 17E UnEIN

On a donc xn EDH fish Xo et lflxnlly.in ne converge pas
vers l On a donc montré non B

HOW

Req Par unicitéde lalimite d'unesuite la limited'une fonctionestunique
Pour montrer

que ftp.flxl n'existe pas on peutconstruire 2 suites

Can et bis dansDYxoy convergeantversXo et t.qfi.rsflan ftp.flbnl

Ex f Pingy limite en 0

On pose an EnMEIN on a ftp.an oetnliggflan ffmassin2AnI O

On pose bu III NEIN on afiston0 etftp.sfbnl limgsin2AnE 1



Donc f n'admetpasdelimite en 0
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3.2.3 Propriétésque l'on déduit des limitesde suites

Soit f g D IR ftp.flxtl et ftp.glx la alors

Va BEIR ftp.fftpy x o l βla

limo f g x l le

si le 0 alors fin f x fin 09110


