
Doc a ne cavergepas vers 0 et donc

fif diverge

Exemple Considérons un E ne IN ConvergencedeÉÉ 1 1 Et tt
Règleded'Alembert IMEI na ne converge pas

donc ne s'appliquepas

Règle de Cauchy Funt E Evitétacontinuitédeexp
donc la série converge absolument En02 10

Req On peutmater que pour toute suite un dans IRI on a

liminf limit M lineup M limsp En exercice

La rêglede Cauchy estplus fine que
d'Alembert mais parfois

d'Alembertestplus facile à appliquer

Thm critèredes séries alternées Soit Lxnhynesuite réelle Si

n n KO n EIN signe alterné ou ceci vrai àpartir
d'uncertainrangIxntil l

G xn designeintent
ftp.xn 0

Alors Ejxn converge
Isuffit

Preuve Matrons que Sn É Xu n EN estde Cauchy c'est à dir

te 0 NE IN MEIN MIN ISnimSml ntxntititxn.im

SoitNEIN m EIN Si n 0

n si m pair
T.IIIIIIE.ir un anim



De lamême façon on montre que si xp KO on a

n n Xp ntm FO

Ainsi NEIN MEIN I Snim Sn il x ̅ n1
Commeftp xnl 0 on a que Sa estde Cauchy donc converge

Ex Par ce critère la série harmonique alternée ff7 converge

2 3 Permutation des termes d'une série

The Soit Eixn une sérieabsolument convergente et o IN INbijection

Alors Éixn Eiken

Lem Soit ÉÎxn une série à termes 0 etconvergente et soit
IN IN bijective Alors EE n ÉÉN

Preuve du lemme Soit Sn Ex et Tn Ê Mui et S fissa EIR

ÉË
N T Smaxirciliiesanny ES

contienttous les termes deTn et d'autrespotentiellement
Donc Tn est majorée donc converge et T fiston K S

Par ailleurs VmEIN Sm Tmaxho
j je 0 m

Donc en passant à la limite SKT et ainsi S T ma

Preuve duThm Pour E IR on note
max40 o

maxi
pOn a ER Ok t K 1 1



Par comparaison avec Éilxal lessériesEFI etÉixi convergent
Il s'ensuit en utilisant que X x E IR

Ei
T.EIE.iq fi Ei n Eixin Eira a

Lemme 2fois somme desuites
convergentes

Def Si ËÏa converge et Eilat diverge
on ditque Exu est semi convergente

Thm réarrangement deRiemann Soit ÉÏu une série réelle semi converg

et soit EIR Alors o IN IN bijection tq E reu α

NB on peutaussi choisir α os

Ex Série harmonique alternée E.tn converge veulog
2 f plus tard et

est semi convergence
On a

EE
en utilisant EnE n

4 27

Idée depreuveduThm informel

Soit pulao resp naluso la sous suite des termes 0

resp O de la suite a ns.o



On a lis Pa 0 et fims M O

E Pu et Fo na s

Eneffet si EPpa converge alors Eixa TÉpa Ein converge

et donc Élxal Epa Eon caverge contradiction

Soit P min PEIN Ê pr a existe car pu
a

Soit N min NEIN Éopa Ê na α existe en Eni

Soit Pa min PEIN FÜR Ému ÉpiPa α

À l'étape i la somme ainsi construite diffère de α d'au plus
Ppi on MN

Comme lippu lirenu 0 les sommes convergent vers α

On a ainsi défini implicitement une bijection 0 IN IN

tg ET Ken α me



chap 3 Fonctions réelles limites continuité

Etude de fonctions f D IR avec DCR non vide

Ex f IR IR
IR n y fix

fi La
Structure héritéedes réels si f g D IR et α β ER

Opérations of βy D IR
a flot pga

f g D IR

flxl.gl
ou Ordre partiel f kg flxlkglxl.tk ED

5 1 Définitions et vocabulaire

Soit A CD dom f non vide jigs
deAparf

Def On ditque festMÉLÉE surA si l'ensemble f A estMÉFIÉ

Ondéfinit p f4 sup f A le supremum de f surA es siflAlnonmajo

Inf f41 inff AI l'infinum de f sur Al asifAnonmin

S'ilexiste x ̅ ED t.glMfflxl f x ̅ on dit que f atteintminimum min longmin

son maximum en x ̅ On note mayfix f x ̅ et x ̅Eangmeyflx

S'il existe ED et 5 0 t.gl restreinte à S SCAD atteint
son maximum en Xo on dit que Xoest un maximum local

p o


