
Chapitre 2 Séries réelles
Donner un sens aux sommes infinies

dénombrables de réels

2 1 Définitions

Def série Soit un no une suiteréelle et soit Sn Éna
On ditqueSnest la n 11ᵉᵐᵉ sommepartielle de la série Épua

Def convergence
Si Snl convergevers1ER on ditquela sérieconverge etnoteÉ l

Si S diverge onditquela sériediverge Si limSu tes on noteÉlxtos
as

Rag changer un nb finide termesd'unesérie ne changepas sa convergence mais peut
changer la valeur dela somme

Def convergence
absolue

Si Èolaul converge on ditqueElin converge absolument

Thm Si une série converge absolument alors elle converge
on dit que la convergence absolue estune condition suffisante de convergence

Preuve Soit un no une suite réelletelleque la suite An Élut HEINconverge
et soit Sn Ému Pour mon on a

car An croissante

15m Snl Eh au KEI nul Am An Am An
Comme An converge elleestdeCauchy don Sa estde Cauchy donc Sn converge
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Thm Si EInu est une série convergente alors fig Un 0

c'estune condition nécessairede convergence

Preuve Supposons que la suite Su Éoun KEIN converge Alors elleest

de Cauchy Soit E 0 NEIN Hm n N I Sm Snl EE
En particulier n NA ISn Sn il lunt E

Donc 1,1Un 0 ma

La réciproque n'estpas vraie Par exemple

Proposition EI os la sérieharmonique diverge

Preuve Soit Sn En tu EIN On a
etc

Sin Su É n En etdonc SÉ 1 récuminEédiate

Donc la suite des sommes partielles et non majorée Comme par ailleurs Sa
est croissante on a ftp.ask a

2 2 Critères de convergence

Tous les critères héritésdessuites s'appliquent parexemple

Thm Soient deux sériesEiu et Éta t q 0K Un vu K EN

Si Être converge alors E.IE uajEsated
majorée

Si Efan diverge alors Éji divâjifient Îjinée



Exemple Pour α EIR la sériedeRiemann E converge soi 1

Preuve Si α 1 lasériedivergepar comparaison avec la
série harmonique car HEIN

Soit as 1 MEN Sn Ê É
Sn Sinn ÉTÉ 1 Ê y Ê IN KI EIà ÊEnt

K 1 2 Ê 1 Sn

Dan

LEE
1 dans

i

Ainsi Sa est majorée Comme Sa estaussi croissante elle converge ma

Valeur de lasomme Délicat Parex ÉÉ cf 3bluelbrown sur youtube
Pb de Bâle

Thm rêgledeD'Alembert pour lesséries Soit a nyoune suitedans 11F

telle que fins ME p Alors

i si ff1 la série ÉÏu converge
absolument

Iii si q 1 long a la diverge diverge

Pretre ilSupposons et 1 Alors MEIN t g Kam 4 1

Donc tram Ian 1 lexml E 1 1

Ainsi nom Éolxal Éolxal Em 1 41



E Hal Ixml Em E

Eolxal 41f borne indépendanteden

ItuEn E Eff i ce Ee
AinsiAEÉolxul est bornée On Ar estcroissante donc converge
On a donc E u converge

absolument

ii Si ps 1
alors on sait déjà que ftp.txnl tas don la série

Efx diverge en

Thm RègledeCauchy de la racine n ième Soit xn na une suite réelle

soit L limp FI Alors

il si LE 2 la série Exu converge absolument
ii si L 1 ou L a la série Efx diverge

Preuve i Si LE 1 Alors MOIN Kam ff1 1 1

Donc nam on a

Éolxal Êolxal Émixal

E la En E
Ê a bonne indépendante de n

On conclut comme dans leThmprécédent que Einconvergeabsolument
ii Si L 1lant.ta alors MEIN 7h7m IF 1 1 171



Donc a ne converge pas vers 0 et donc la série diverge au
carection

Exemple Considérons un E ne IN ConvergencedeÉÉ 1 1 Et tt
Règleded'Alembert IMEI na ne converge pas

donc ne s'appliquepas

Règle de Cauchy Funt E Evitétacontinuitédeexp
donc la série converge absolument En02 10


