
extrémitésbornesdel'intervalle
Def Soient a b E IR a b

Intervalle ouvert a b EIR Ex
Intervalle fermé a b E IR a Kb
Intervalle semi ouvert a b EIR a k x Eb

ou a b demanière analogue
Si a b a a La singleton a

et a a ensemblevide

Cas particuliers IR 0 ER OK

IR os 0 ER 02 4
Aussi 1RE IRI 0 E IR 04 pas un

intervalle

De même on définit 1RE IN Q etc finjus
0909

0 3 Axiomede la borne supérieure
Soit ACIR A A un sous ensemblede IR non vide

Def On dit que b E IR resp at IR est un majorant resp minorant
de A si EA Kb resp EA a

Def On dit que A estmajoré s'il admet un majorant
A estminoré un minorant
A est borné unmajorantet un minorant

cf S'ilexiste ME A telque EA Max on ditque Mestle maximumde1
ME A tel que EA m Ex m estleminimumdeA

On note M max A et m min A



Exemple A 0 1 V T borné
pas deminimum max A T

A n E IN borné max A 1 pas deminimum

Rang unicité Si le maximum deA existe alors il estunique
Eneffet soient M M A deux maxixa de A

Comme MEA et M max A on a MIM

M EA etM max A on a M'xp
donc M M

Ref S'il existe b EIR telque b est un majorant de A
b majorantdeA on a b Ib

Alors on ditque b est le supremum deA noté b sup A
la bornesupérieure

1mg unicité Quandsup A existe on a sup A min EIR majorantdeA
donc sup A estunique par unicité du minimum

Def S'il existe b EIR telque b est un minorantde A
b minorantdeA on a b b

Alors on ditque b est l'infinum deA noté b inf A
la borne inférieure

S EQ 42
a.mn ynin

sup S
n'existe pas dans Q
existe dans IR par

l'axiome3

Axiome 3 toutensemble non videmajoréACIR admetun supremumdansIR

En considérant A EIR EA on obtient aussi

Prop soit ACIR non vide minoré alors inf A existe dans IR



Proposition caractérisation analytiquedusup Soit ACIR non vide Alors

α sup A ssi si et seulementsi

i α est un majorantde A

Iii 0 EA o e

l'ordre des quantificateurs estimportant

Ex écrire la proposition analogue pour l'infinum

Preuve

Soit supA alors

il faitdéjà partie de la def
Pour iil soit E 0

Comme α E α on a O E n'estpas un majorantde A
donc EA O E donc iil estvraie
Réciproquement supposons α satisfait i et ii
Par Lil r est un majorantde A montrons

que c'est le plus petit
Soit PEIR tel que β α

Par ii avec a β 0 on a EA α E O G p β
Dans β n'estpas un majorantdeA α estbien le pluspetitmajorant
Donc α

sup A la

0 4 Propriété d'Archimède partieentière

ha IR est un corps archimédien c'est à direqu'ilvérifie la propriétéd'Archimède

x y EIRI NE N tel que nx y
Palladien

Interpretation on peut vider l'océan à la petite cuillère
corpsdesfratirationnelles

Preuve Soient yEIRI et supposons par l'absurdeque NEIN on a nx Ky
Sait E nx ne IN Eest nan vide et majoré donc supE existe
dans IR soit b sup E



p
On a b n'estpas un majorentdeE donc NE IN telquear la

aractérisatdusup nxs b b n 1

Komme ln 1 E E on a une contradiction Donc
In EN telque nxsy et n 0 la

En appliquant ce Thm avec on a NE nKy estnon vide et
majoré donc admet un maximum dans x ̅ propriétéde On obtient

Prop Def y EIR NE unique tel que n Ky ne 1

Onnote n y ou n Ely eton l'appelle partie entière.de y

Ex LT 3 L 1 1 2

0 5 Densité de dans IR

Def densité A CIR estdit dense dans IR ssi

Vx y ER Ey a EA ta y

Thm Q estdense dans IR

Preuve Soit y EIR telsque y
Comme IR est archimédien In EIN t.gn.ly x 1 c a d y
Sait

se L 1 EQ Rappel Lux K nx KLux d
n

Alas En t k h y y mon

Ring L'ensemble IRIQ des irrationnels estaussi dense dans IR
Eneffet Hy E IR 79 Q tel que q 2

densitéde0
tels
que y

Donc Rq y et R q ERIQ finir


