
Corollaire Soit ft Ca b Si 6 a b IRestune primitive de f
sur a b alors

5faidx 6lb a
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Preuve F a b IR

Saferds
et une primitive de fsur a b donc c ERRg
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Exemple limite de un définie par un ÊFur En

On a un IEIHp EE fiffavef
R R

On a p estdécroissante THY
Donc Un Sa f où on à Ê Il lasubdivision
régulière de O B Comme f estcontinue sur O B on a

nkmun 9 actionxD arctan 1 arctan101
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Thm variation desbornesd'intégration Soit JE Cᵒ a b a b Soit ICI
un intervalle ouvert et g h I a b deux fonctions dérivables sur I
Alors la faction K I IR définie par

Klx flHdt

estdérivablesur I et x EI on a K x f glx g x f hlx hlx
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Preuve Soit F a b IR une primitive de f Alors

K x F glx F hlx

Ainsi K x F g
x
g
x F hlx h x e

NB pour traiter proprementle cas où g
eth atteignent or ou b on peutprolonger

s par 4 Îî
7 4 Propriétés d'ordre de l'intégrale

Prop Soit f a bÎ R intégrable

il Safltldt 0 factionnulle

iil si fabfitldt 0 et f EC a b alors f
Preuve i Conséquence de f flridt inf f b a 0 et Gil exercice

Corollaire préservation del'ordre Soient f g a b IR intégrables tellesque

flxlkglxl.EE a b Alors

liflxldx Sabglxldx

Preuve On pose h a b IR définie par h x g x f x Alors

prop.GEan if f find

Prop Pou f Ca b IR intégrable on a Sigaldit SIf141dr

Preuve On pose ft max f 0 et j max f 04
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fj.figadacIIgendtl ISjt f lindr EIJIEfj
inarlinésilitégulaéSif Sabfiridt

linéarité

18 811 Sablflindt e

Corollaire Soit ft a b IR intégrable doncbornée Alors

Jiggy
est lipschitzienne

Preuve Soit K Ypfflx Alors x y ECa b avec xxy on a

16 y 61 11KIIfltldtfiflrldtl.IS
flHdt Iferildt KK.ly

Aparté Prof L'application C a b IR

f g fabflxl.gldx

est un produit scalaire

Preuve La bilinéarité onséquence dela linéaritédel'intégrale
Symmétrie ok parcommutativitédu produit
Positivité OK car Sabflxidy 0 fECᵒ Ca b
Définie on son fiflxl'dx 0 alors f O



Donc Ca b muni de ce produit scalaire etde la norme associée

fr Sif x dx est pré Hilbertien En revanche et espace n'estpas
complet da çan'estpas un espacede Hilbert

Sa complétion est l'espace de Lebesgue a b le plus important
des espaces de fonctions

7 5 Théorème de convergence

Ihm Soit fn une suite de fonctions Cᵒ La b qui converge uniformément
vers f Alors

fins Séfalxldx Sa flxldx

Preuve f estcontinue comme limite uniforme de fonctions continues donc
Siffldx bien définie
Soit 0

Il existe noEIN Un no Eyp fr x full Ça
Ainsi Fn no Safalxldx Sifaldx SIfnlxl flxlldxKEa.ch a E to

Prop cidessus

On peutpermuter 5 et fimes si la convergence estuniforme

Slim.fr hissé
Pas àl'échel

Contre exemple quand la convergence n'estpas uniforme 1

Pour ns 2 fn o B IR
n six tchin
0 sinon

Alors fn converge simplement vers f 0mais pas uniformément



On a ici ffalxldx n.tn 1 n 0 mais j'flxldx 0

Thm intégration dérivation dessériesentières SoitÉÉaux une série entière de

rayon de convergence R 0 et soit F R R IR sa fonction somme Alors

lit la série entière ÎÊnan x LÉ n 1an apour rayondecugie R R

Iii Sa somme f R R R satisfait F x flxl xE R R

exp19
1

Y.ir lingys laul live.yp.FIau1 R

ii On note fr x nti antix pan R R

On a for C R RC NEIN
Pour u E R R on sait que fn converge uniformément vers f sur 0Th
Donc par le

thm précédent linéaritéJe
flx dx pleines for x dxtfiq.esEamiu Flu a

Comme deplus f estcontinue sur R R on en déduit

F u flu tu R R en

Application Calculer S ÉE

On pose flx BÉE R 1 on a ftp S

Pardérivation desérieentière j 1 1 BÉE E pouxEt 1,1

Donc flx f101 B
1

f10 B log 1 17

Blog 1 x
Ainsi S f1 Blog 1
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7 6 Changementdevariable

The Soit JE C a b et Y C CI où I CIR intervalle ouvert

Supposons qu'il existe β EI β tels queY α β C a b
Alors

ff41dx ff1414 l 1H dt

Req On n'impose pas à l d'être injective
Preuve Pour teC β on définit GLH ff841dx

girl f1414 l'CH
On a 6 t ff4H l'G g H te α β Donc G est une

primitive de g sur β car 6E Lo β On obtientdans

fglxldx G P 6101 61184dx as
02 12


