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Pour toutes subdivisions r etre on a Elfi 51f re Enparticulier S f 51f
Preuve La subdivivision 5 5 ura vérifie

Elf r E 815
donc fr 51f ra51f 021 51f r1

Elf r K 51f r

Définition Intégrale deRiemann La fonction f a b IR bornée estdite
intégrable ausens deRiemann sur a b Ssi 5 f 51f Dans ce cas

on note S f 5 f flxldx

qui estappellée l'intégralede f de a à b
bane supérieure

rappelle un élémentinfinitésimal
Décortiquons la notation 81ES variable d'intégration muette

bonne inféritFl'intégrandes Sf sicatexteclair
Convention si axb f x dx Sabflxldx

cela b Siflxldx 0

Thm intégrabilitédes fonctionscontinues Soit fE a b Alors fest intégrable
Preuve Soit e 0 Comme f est uniformément continue surCa b

75 0 Fx y a b Ix y es 1f41 fly Ça
Ainsi pourtoute subdivision 5 de pas inférieur à S on a Mj mj En
et doncOK5s f1 Solf R Ê E xi Xi b a Ça E



On en déduit comme Er f Elf 51f x ̅ 5,1f que

OK 5181 2181 501f So f1 KE
Ceci étant vrai te 0 il s'ensuit que 5 f f1 sa

Prof calculde l'intégrale avec une suite Soit JECᵒ a b et on une

suite de subdivisions de a b Si 8 on à O ai P1 est le pas d'une
subdivision alors

laflxldx limo 5m f lis Son f1

Preuve Reprenons et S de la preuve précédente Par hypothèse NEIN
Fn N P G ES et dons

max 15m 51 1Ern 214 K 15m f Erulfll E

Ainsi finisSon 5 Sifluide et finis Son Saflxldx en

Exemple de fonction bornée non intégrable au sensdeRiemann

fp o D R

l
la densité de Q et IRI Q dans 0 1 implique pourtoute subdivisiondeCa

on aura toujours Mi 1 et mi 0 Fi Donc

5s f 1 et Sa f 0 Fr subdivisionde 0

Donc 51f 1 f 0

Il existe une théorie plus générale d'intégration deLebesgue qui
donne

la valeur 0 à Sflxldx



7 2 Propriétésde l'intégrale

Prop Soit f a b IR intégrable Alors

b a infosf Sabfaldx b al Epf
Preuve on a cetencadrementpour lessommesdeParboux il suffitde passer au sup inf

Prop Si f a b R bornéeet intégrable sur Ca b et g La b R

estégale à f sauf en un nombre fini depoints Alors
g
est intégral

sur a b et Sifaldx Sa glxldx

Preuve Soit KS O tel que 1fx KK et 1gal K K Vx ELa b
Soit m EIN le nombre de pointsoù f etg différent
Sake 0
Par hypothèse d'intégrabilitédef subdivions 5 et ra telles

que

Si f Sr f
Soit n 1 12 m K b a le et o la subdivision régulière
d'ordre n deCa b c'est à dire 53 a f i i40 n

On pose 5 0 ureurs qui satisfait si f Se f
Comme palf g 2K et come le pasde s estinférieur à b on a

Joly Solf 2m 2K F 501f

De même Sr g So f
D'ai 0K501g Sr g 501f Solf KC

Ceci montreque y
est intégrable

b



De plus Soly 5 f Sag Hdt Saf Hdt 501g fr181
F50181 SelfEIN on faitdemême qu'ici

Done Safludt Sabylhdt ma

Thm Soit f Cab R bornée et ce a b Alors

f estintégrable sur a b f estintégrable sur a c etsur c b

Etdans ce cas Siflttdt Siflhdt ff14 dt Relationde
Chaslé

Idéedepreuve Résultatévident si c E a b4 Pour a bc considérer

des subdivisions dont les sommes deDarboux sont e prèsde l'intégralepuis
former des unions pour ou des restrictions pour de ces subdivisions

Prop linéarité Soient f y intégrables sur a b et α PER Alors 4f By
est intégrable et Salofipyllxldx affaldx pliglxldx

Prenne dans la série 12.1

Thm delavaleur moyenne Si JECᵒ Ca b alors il existe c E la b tel

que fiflxldx flc b a

Preuve En posant m mip f et M Kay f On a

b alim Safludt b a M done m
Saflildt
b a

I M

Par le T V I CE a b t q flo
Sabflndt

b a
ma

Contre exemple si f n'estpas continue Soit f 0,1 IR
49

Cette fonction estintégrable etson intégrale est flat txeco.is



7 3 Relation entre intégration et dérivation

Def primitive Soit f E I I intervalle On dit G I IR estune

primitivede f ssi GECᵒ I et si G x f x x EI intérieurdeI

Ring Si I a b alors Gala flat et G'y b b parclaythmfédllaladérive

Prop Soit f E C I I intervalle Si F etG sontdeux primitivesde f
alors F G estconstante

Preuve On a F 6 0 sur I On conclut avec lecorollaire du TAF

Thm fondamentalde l'analyse Soit JE Cᵒ Ca b Alors la fonction

G a b IR définie par G x f111 dt

est une primitive de f sur Ca b

Preuve Soit xo E a b fixé et E a b Par leThm de la valeur moyenne
xÎ tel que

641 6101 5 fltldt flex
Ainsi 64 6 01 flex flxo parcontinuitédef

Donc 6 xo f x xo a b
Reste à montrer la continuité à gaucheenb et à droite en a
En prenant a on a 6 x 6 a fifltldt flex a avec Ela

Donc 6 x G a 0 donc 6 continue à droite en a

On raisonne demême en b pour conclure En



Corollaire Soit ft Ca b Si 6 a b IRestune primitive de f
sur a b alors

ffaldx 6lb a
IEEIbriiat.in

Puente F a b IR

Saferds
et une primitive de fsur a b donc c ERRg

F x Gfx c x E a b

Dan G b G a F b F a fabfludt ne
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