
Examen blanc semaine12 2au6décembre 3

4 13 Fonctions convexes

Soit I CIR un intervalle et f I IR une fonction
y f convexe

Def f estdite convexe ssi Va b EI VIE OB

f dat I d b K Ifla I 11f b

le graphe def esten dessousdeses cordes
fpasstrict eux

Si l'inégalitéest stricte du momentque a b et 40,1 alors on dit que
f est strictementconvexe

f est concave ssi f estconvexe

On a les propriétéssuivantes série 9.2

Si f I IR convexe alors f estcontinue sur I intervalle I privédeses
bonnes et admet des dérivées à gauche et à droite en toutpointde I

Si f I IR dérivable sur I alors

f ionvexe f croissante
Vx y EI fly fix j x y x

le graphe d'unefaction convexe est au dessusdeses tangentes

Si f I SIR deux fois dérivable sur I alors

fconvexe f 70



Chapitres séries entières

5.1 Généralités

Def Soit anti une suitedans IR et ER On appelle sérieentière

l'expression ËIan xo au a x xo an x x

On appelle n ièmesommepartielle de la série entière estla quantité

Snlx E au xo

Ring Sn est une suite de polynômes de degré croissant

La sérieentière s'interprète comme un polynôme dedegréinfini maisses
propriétés peuventêtretrès différentesdes polynômes

Sans perte degénéralité fixons 0par la suite

Def Si I CIR estun intervalle on ditque
la série entièreconverge simplement ponctuellement sur I

si la suite Sn converge
la série entière converge uniformément si la suite

Snl converge uniformément

Ihm S'il existe Â 0 t y la série numérique ETaux ̅ converge alors la
série Ë aux converge

absolument pourtout EI ÎÎ Donc la
série entière converge simplement sur I



Preuve Si ÉÉau x ̅ converge alors on a taux 30 donc

0 t q I an x ̅ K C K EIN

Si EIR t g 1 1 1 1 le ratio µ satisfait Ip 1

Ainsi lau I laul 1 1 laul 1 1 Ipl K C Ipl
Comme ÉPIµ es converge cela montre par comparaison

que ÉÉ aux converge
absolument au

Def On appelle rayon de convergence le nombre

R sup41 1 Étanx converge e 0 as

D'après leThm précédent on a queÊanx converge
absolument si 1 1 ER

diverge si Ix R

on ne peutrien dire a priori pour R on R

Exemples

A On
pose n EIN an 1 La série entière est Ë x

Rappel Ê 1f par 1

On obtient R 1 et la somme vant f x txt 1 IL

et la série diverge pour1 121

B On pose 90 0 et du KEIN la sérieentière est

Ê YI x Ex x x

Comme n l 0 on a 19 4 1 1 1 Es 1 1



Donc par le critère de d'Alembert le rayon deconvergence est R 1

De plus Si 1 la série diverge série harmonique

Si 1 la série converge sérieharmonique alternée

C On pose au KEIN 01 1 La série est É
came Frein 0 a Ï 1 1

cnI h nuts0
Par le critèredeD'Alembert le rayon de convergence est R 9

C'estainsi que l'on définit l'exponentielle

KEIR exp x FÉE étude au prochain chapitre

D On pose an n UnEIN La sérieentière Ê n a pour rayon
de convergence R O d'aprèsle critère de D'Alembert car

lxl.mil tas 0

Prop si aux a pour rayon de convergence RS 0 alors

R limgyp tant

Preuve On a limasup1an I 1 1 bipSoup lant puis critèredeCanchy
version limsup

5 2 Comportement des séries entières en tantque fonctions

The convergenceuniforme Soit ÉÏaux une série entière derayon de

convergence R 0 Alors r 0 RC la série entièreconverge
uniformément sur r r Ê p o Î

ergouniforme



Preuve Soit 1 0 R Pour tout E f r r on a

IS x Snlx IEJaux Eoaux

15E aux

ÉÉ art 1 1 ÉÉ laul r

Par leThm ci dessus Étant r converge doncÉEautr 0

Ainsi f4,1 51 7 Snlx O ce qui montre la convergence uniforme

de Sn vers s sur r r Ema

RmgI La convergencen'esten général pas uniforme sur R R
Contre exemple Ï ne converge pas uniformémentsur 1,12 Eneffet

chaque somme partielle est bornée 1,1 polynôme

mais la limite n'estpas bornée au voisinagede 1

Ring2 En particulier la fonction somme flx Égaux estcontinue sur
R R car continue sur r r r OR commelimiteuniformedefatᵒcontinues

Qu'enest il de la continuitéaux bords

Thm d'Abel Soit Éianx une sérieentière RSO sonrayondeconvergence
On pose flx Éanx pour 1 1 ER

Si ÉanR converge
alors ftp.flx EanR continuitéàgaucheenR

Si antRI converge alors limp fix EInfR continuitéàdroiteen R



Lemmed'Abel sommation
parparties

Soient un et un des suites réelles alors

m neN Émun Ua Ua i Un Un UnVm 1 Ému Mat Un

PreuveÉmu N n i Ému anti EmHunt Va Un Unanti Vm 1am la

PreuveduThon d'Abel On peut sans diffiltés se ramener au casoù R 1 etEan

Montrons
que ftp.flx 0 le sas de la limite en 1 estanalogue

fin181À suivre


