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Exercice 1.

Soit (an)n>0 une suite de nombres réels. On souhaite montrer que

Z(anﬂ —ap) < 00 < R, tel que li_>m an, = 4.
n=0

En développant les sommes partielles de la série, on obtient une somme télescopique:

n
Sy = 5 (ak41 —ax) =a1 —ap+az — a1+ -+ Gpt1 — Ay = Apt1 — Go-
k=0

Ainsi, Yn € N, S, = a1 — ap et par passage a la limite des sommes de suites, (S,,) converge <=
(an) converge.
Remarque: En passant a la limite, on a :

o0
Z(anH —ap) = lim S, =(lim a,)— ag.
n:O n— oo n— 00

Exercice 2.

Soit (an)n>0 une suite de nombres réels positifs ou nuls. Montrons que Y777 ) 55— < +o0. Pour
tout n > 0, on a
° Sianzo,onaOZH‘fli’ga"<n%;
: an an . 1
[} Sl&n>0,0na0§m< n2a, — n?-
Par comparaison avec Z:O:l #, on conclut & la convergence de la série.
Exercice 3.
(i) Par le critere de d’Alembert, la série converge (absolument), car
. Tn41 . (n+1)4 . (n+Dt 1
lim = lm |————|= lim ——=-<1.
n—+too | X, n—-+oo 3nd n—+too  3nd 3
(ii) On a
2 )
n*+7-n)(Vn?2+7+n 7
n2+7—n= ( ) ) _

Vn2+T74n VP T+n
Observons que pour n > 3, on a n® +7 < (n + 1) et donc

7 7 7
> > —.
Vn2+T74+n (n+1)2+n 3n

too 7 _ 7 N§too 1
n=13n ~ 3 n=1n

Comme la série
comparaison.

diverge, la série initiale diverge aussi par le critere de



(iii) Etudions la convergence de
oo

S

n 2°

n:04 +n

VneN, n>1, onaﬁgﬁ. Par ailleurs,
.| (n+1)4") (n+1) 1
e I

n

donc par le critere de d’Alembert, la série ) i converge et donc par comparaison, la série

S ) i converge
n=0 47+n?2 &e-

(iv) Etudions la convergence de

Vn e N, n>1, on aque

0<

1
cos(n?) sin <2n> ’ <

N
0< >
n=0

donc la série est absolument convergente et donc convergente.

donc on a que

1 N
Nsin [ — || < — <2
cos(n )sm(2n)‘ —Zgn <2,

n=0

Exercice 4.

Identifions les trois réels o, 5 et u tels que pour tout entier n > 3 :

n3 o B 1

R CES R T IR I
On a
« B p _natnmn-Dftnn-ln=2u _pn’+(B=3wn’+(a=-F+2u0n
n=1! (n—=2)!" (n—3)! n! n! '

Par identification des coefficients du polynéme en n au numérateur, on a que «, 3 et u vérifient donc
le systeéme suivant :

B—3u=0 — {B=3

a—0B+2u=0 pw=1
Ainsi, sin > 3,

n3 1 3 1

R e ST R e VR P T



Considérons maintenant les sommes partielles S, =7 _, ’7’1—?, avec p > 3. Par ce qui précede, on a
P 3 2 3 P
n n 1 3 1
s =\ N
P ; l n; nl +T§<(n—1)v T (n—3)!>
13 23 p 1 p 1 P 1
=+ 43
nr T L mey ;(nf%! +7§(n73)!
p—1 p—2 1 p—3 1
SESED SE TR DETS IF
n= n=1 n=
p—3 p—3 p—3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
(St
it ey e A at o)

En passant a la limite, nous obtenons :

— n! = _On!i “

Exercice 5.

1.

On a que sup{ay ; n < k} +sup{bx ; n < k} > sup{ag + by ; n < k}. Le résultat s’obtient
en prenant la limite n — oo de cette inégalité. Preuve de la premieére inégalité: notons
a =sup{ag ; n <k}, 8 =sup{by; n <k} et y=sup{ar + by ; n <k}. Soit e > 0. Alors par
la caractérisation analytique du sup, on a kg € N, v — € < ay, + by,. Par ailleurs on a ai, < «
et by, < 3, et donc en combinant ces inégalités, on a v — e < a + . Ainsi on a montré, Ve > 0,
a+ f—v > —e. Ceci implique o +  — v > 0 (raisonner par ’absurde). On a donc montré
v < a+ f ce qui I'inégalité voulue.

A cause du point précédent, qui se généralise par récurrence au cas de sommes finies, on ne peut
pas obtenir cette propriété avec une famille finie de suites. On peut considérer la famille infinie:

1 sim=n
a. =
e 0 sim#n
et alors on a que limsup,, 372, a;, = 1, et 3222, limsup,, a;, = 0.
Soient (a,) et (by) les suites récurrentes de période 4 suivantes :

(an):0,1,2,1,0,1,2,1,0,1,2,1,0,1,2,1, ...

(by) :2,1,1,0,2,1,1,0,2,1,1,0,2,1,1,0,. ..

Alors, on a liminf, a, + liminf, b, = 0, liminf,(a, + b,) = 1, liminf, a, + limsup,, b, = 2,
lim sup,, (a,, + b,) = 3, et limsup,, a,, + limsup,, b, = 4.

Exercice 6.

1.

Puisque les termes généraux des deux séries sont positifs, il suffit de démontrer que les sommes
partielles d’une des séries sont majorées si et seulement si les sommes partielles de I'autre le
sont. Le point clé est ’encadrement suivant :

Qku2k+1 < (2k+1 - 2k)u2k+1_1 Stgk + -+ Ugkt1 1 < (2k+1 — 2k)UQk < 2ku2k.



Ainsi, supposons que ), 2Fuqi est convergente, et soit M tel que, pour tout K, on a Z?:o 2k ugr <
M. Alors, considérons N un entier et fixons K tel que N < 2K+l _ 1. On a

oK+1_4 K 2kt1_1
Zung Z un<kzoz:kuj<22u2k<M
j=2

On en conclut que ) u, est convergente.

Réciproquement, supposons que y_, u, est convergente, et soit M tel que, pour tout N, on a
227:1 Uy, < M. Alors, pour tout entier K, on a

K—12Ft1_1
22 Uk = U1 + Z2’“+1u2k+1 <u1+22 Z u; <u1+2zun < uyp 4+ 2M.
k=0 j=2Fk
Ainsi, la série ), 2™ugn est convergente.
2. La série de Riemann 1
ne
n>1

a méme comportement que sa “série condensée”

Z 2’“ ) Z(Ql—a)k.

k>0 k>0

Cette derniere est une série géométrique, qui converge si et seulement si o > 1.
3. La série de Bertrand

Z 1
= n(logn)®

converge si et seulement si sa “série condensée”

Z 2 R og(@ ) log 2:1 k log 2)e

k>1
converge, c’est-a-dire (d’apres ’étude de la série de Riemann) ssi a > 1;

Remarque Par un argument similaire, il en est de méme pour la série

1
ng nlogn(loglogn)®

et on peut ainsi de suite étudier le comportement des séries avec de plus en plus de logarithmes
emboités au dénominateur.



