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Exercice 1.

Etudions (log{)(n" Jn>0- On a:

log(n!) =log(1-2-3----- n) = Zlog(k).

k=1
Puisque log(k) < k pour tout k € N*, on a
= +1
log(n!) < )
Ainsi : | )
1 ! 1
og5(nn) < n(;—é—n ) = 27.1571 + 3 .71571 — 0 lorsque n — oo.
En effet :
e Par le critére de d’Alembert, la suite de terme général y,, = % converge vers 0 car :
Ynil (n+1)2 2.5" 1 2 1 1
= : =—-|14+=-+=] ==
Yn 2.5+l p2 5 +n+n2 5

n

e De méme, on montre que la suite 5%

converge vers 0.

e Enfin, puisque 0 < log(”') < + 587, Vn € N*, par le Thm. d’encadrement/des gendarmes, on

25"

conclut que logS(,.L") converge vers 0.
Exercice 2.
1. Soit E un ensemble & n éléments (par exemple E = {1,...,n}). Si k = 0 alors la seule partie de

E & 0 éléments est (). Le nombre de tels sous-ensembles est donc 1 = (g‘)

Pour £ > 0, le nombre de fagons de choisir une famille de k éléments distincts de E est
nn—=1)...(n—k+1) = (nﬁi'k), car il y a n choix pour le 1" élément de la famille, (n — 1) choix
pour le 2°™¢/ et ainsi de suite jusqu'au k°™° élément pour lequel on a (n — k 4+ 1) choix (on
rappelle que 2 familles contenant les mémes éléments ordonnés différemment sont considérées
distinctes, ce qui n’est pas le cas pour les ensembles).

Or, lorsque 'on énumere les familles de k éléments distincts de E, chaque partie de E a k
éléments apparait exactement k(k — 1)...1 = k! fois, c’est le nombre de fagons distinctes
d’ordonner k éléments distincts. En conclusion, le nombre de parties a k éléments de E est bien

o = ()

2. Soit E un ensemble & n éléments, par exemple E = {1,...,n} et soit a € E. Parmi les parties
de F de cardinal k, on distingue:

e celles qui contiennent a; qui sont au nombre de (Zj) car, en plus de a, il reste a choisir k — 1
éléments de E'\ {a};



. . . —1 . N ..
e celles qui ne contiennent pas a; qui sont au nombre de ("p ) car cela revient a choisir p
éléments dans F \ {a}.

Comme ces ensembles de parties sont disjoints et que leur union contient toutes les parties de
cardinal k dans E, qui sont au nombre de (Z), on obtient (Z) = (Z:i) + (”;1)
3. Soient z,y € R et n € N.
e On développe (x+y)" = (x+y) - (x+y) - (x4 y). Chaque terme du produit s’obtient en
prenant un facteur dans chaque parenthese, soit x soit y. S’il y a k facteurs xz,ily an — k
facteurs y. Donc chaque terme est de la forme z* - y"=%, ot 0 < k < n.

e Pour k fixé, il y a autant de termes de la forme a*b"~* qu’il y a de facons de choisir les k
parentheses ou 'on prend les facteurs x, c’est a dire (Z)

Comme k peut varier de 0 & n, ce qui précede montre que (z +y)" = >.7_, (Z) xhyn—k,
Exercice 3.

1. En appliquant la formule du binéme de Newton avec x = 1 et y = =, on obtient :

( )” kiklnm'nk ik'H(l_) Zk'

1

N7 ik n! _n_ n—1 n—k+1 : -1 _
ou l'on a utilisé 75 = 2 - #= ... === et on utilise la convention que [[-(..)=1(un

3

produit vide est remplacé par I’élément neutre pour la multiplication).

2. Pour tout k > 1, on a 37 < 57=. Comme lim,, Zk o 2,€ < 2, on en déduit

1 n
(1+1) <3
n

ce qui prouve que la suite (x,)52; est bornée.

1
k!

3. Montrons que (x,)5%, est croissante. En reprenant I’expression de x,, = (1 + %)n développée
par le binéme de Newton, on a pour n € N*

Zk'H(1_7> Zk'H< n+1) Zklkl_[( n+1):$n+1

Ainsi, ©, < xn41 (la suite est en fait strictement croissante). La suite ()22, est donc croissante
et bornée par 3 donc elle converge vers une limite inférieure (ou égale) a 3. De plus, pour n = 2,

2 . .
on a xry = (1 + %) = % > 2. Comme (x,) est croissante, on conclut donc que lim,, o, z, > 2.

Exercice 4.

1. Montrons que la suite (””7;‘ )Zozl
observe que pour p,q,r € N*, on a :

converge vers «, ou o = inf {%7 L2,

5 . } Avant cela, on

Lpg+r < Tpq +xz, < Lq + T(p—1)q +z, <0 < Pxq + Zy.

Soit € > 0. Par la propriété de I'inf, il existe ¢ € N* tel que o < 22 <« + 5. On prend un entier
N > q tel que N > 2max{x, :r=0,...,¢— 1}/e. On a alors, pour n > N :

Tg + T X x x x € €
PRl kel G MRS I T
n n pqg+r n q N 2 2
ou on a écrit n de la forme n = pg + r, avec 0 < r < g. Ceci prouve la convergence de la suite
(m—j)le Vers «.



2. Si on définit la suite (z,)5°, par z, = 0 si n est pair et a,, = 1 si n est impair, la suite est
trivialement sous-additive (z,, + @, = 0 si et seulement si n et m sont pairs et alors, n 4+ m est

. . o0
aussi pair) et (%”)n:l n’est pas monotone.



