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Durée de I'examen: 3 heures.

Les documents, formulaires et calculatrices ne sont pas autorisés.

Si vous manquez de place pour une question, utiliser les dernieres feuilles du livret et bien indiquer le
renvoi de page.
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Continuité uniforme

1a Soit I c R unintervalle et f : I — R une fonction. Donner la définition de "f est uniformément
continue”.

1b Pourac]0,1]et f: I — R,onditque f est a-hdldérienne si la propriété suivante est satisfaite :
IC eRY, Yo,y e L, |f(z) - f(y) <Oy — x|
Montrer que si f est a-hdldérienne, alors elle est uniformément continue.
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1c Montrer que si I est un intervalle borné et f est uniformément continue alors f (I) est borné.
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Suites et récurrence

2  Soit (ay) une suite dans R, telle que S = Y0 a < +o0. Montrer que la suite («,,) définie par o =0
et a1 = 5 (an +y/a2 + an) est convergente.
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Etude de limites et de sommes

3a Soit (uy) la suite définie par u,, = 5 > log (5rmw7y), Y € N*. Caleuler limy, o0 .

3b Déterminer la valeur de la limite lim, . k’g(fﬁ en fonction de la valeur de k € Z.
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3c Déterminer I'ensemble des valeurs de z € R pour lesquelles la série 3% wgin converge, et déterminer
sa somme.
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Dérivabilité
4 SoitlfeRet feCl([0,+oo]) telle que lim, ., f'(x) = £. Montrer que f est Lipschitzienne.
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Suites de fonctions

5 Vrai ou Faux? Soit (f;)krey Une suite de fonctions définies sur un ensemble D c R. Si la suite
de fonctions S,, = Y}, frx converge uniformément, alors la suite de fonctions (f;) converge
uniformément vers 0. (Si c’est vrai, le prouver, si c’est faux, donner un contre-exemple).
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Continuité

6a Montrer qu'il nexiste pas de fonction f : R — R continue surjective qui atteint chaque valeur de R
exactement 2 fois (c'est-a-dire telle que chaque point de R a exactement 2 antécédents par f).
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de R -> R continue et surjective
6b Donner un exemple de fonctionui atteint chaque valeur exactement 3 fois (c'est-a-dire telle que

chaque réel a exactement 3 antécédents). Le tracé d’'une portion du graphe qui permet de définir la
fonction sans ambigiiité sera suffisant.
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Lénaïc Chizat
de R -> R continue et surjective

Lénaïc Chizat

Lénaïc Chizat
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Sous-suites

7 Vrai ou faux? Soit (a,) une suite réelle telle que pour tout n > 1, la sous-suite ay, asy, asn, - . .
est convergente. Alors (a,) est convergente. (Si c'est vrai, le prouver, si c’est faux, donner un
contre-exemple).
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