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Plan

* Analyse spectrale pour caractériser les signaux aléatoires
Estimation de la fonction de corrélation: analyse du comportement temporel
Estimation de la DSP: analyse des composantes fréquentielles
Mais: distorsion due a la durée finie des observations

* Méthodes non-paramétriques
Lissage et moyennage pour une meilleure description fréquentielle

* Méthodes paramétriques
Utilisation de connaissances a priori ou d’'un modele de signal

// Traitement des signaux, automne 2024 :
@ Prof. Pascal Frossard E P i L



197

Analyse spectrale

On cherche a caractériser ou analyser des signaux aléatoires

Les signaux aléatoires sont rarement a énergie finie
Les transformations classiques (p.ex. Fourier) ne sont pas applicables

On utilise alors plutét des outils d’analyse et d’estimation
Détermination des propriétés statistiques des signaux aléatoires

Estimation des fonctions de corrélation
Représentation fréquentielle de signaux aléatoires, apres fenétrage

Applications possibles
Calcul des propriétés statistiques d’un signal inconnu
Découverte de composantes spectrales dans un signal bruité
Domaines d’applications: géophysique, biomédical, systémes de communication, etc.
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Que cherche-t-on?

* Généralement on calcule les statistiques de 1er et 2éme ordre
seulement, c’est-a-dire la moyenne et la variance

On calcule essentiellement des énergies ou des puissances physiques

Les bruits physiques sont souvent Gaussiens (donc caractérisés par stat.
d’ordre 2)

Les calculs d’optimisation donnent des formes linéaires: joli!

L'estimation de paramétres linéaires par minimisation de moindres carrés est
optimale pour les processus Gaussiens.

* 'analyse des signaux aléatoires utilise généralement soit
I'estimation de I'autocorrélation ou de l'intercorrélation
I'estimation de la densité spectrale de puissance

/ Traitement des signaux, automne 2024
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Représentation spectrale d’un signal

* Pour un signal déterministe (a énergie finie) on a (Wiener-
Khintchine)

rea(k) = Y @t (n)a(n+ k) Sea(f) = Y raa(k)e*™* methode 1

n=—oo k=—o0

- On peut donc calculer la DSE par la méthode indirecte (par le calcul de la
fonction d’autocorrélation), ou directement

00 2

Z x(n)e_j%fn

n=—oo

méthode 2

Saa(f) = X ()P =

* En pratique, on ne calcule qu’avec un nombre fini d’échantillons

La limitation de la durée est équivalente a un fenétrage, et a un lissage du
spectre ~ z(n) 0<n<N-1
0 otherwise

P

(F) = X()) = W(f) = [117, X (@)W (f - a)da
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Distorsion de la DSE

e Le limitation de la durée d’'observation introduit des erreurs
d’approximation dans le calcul du spectre

N—1 2

Z .%(n)e_jzﬂf”

n=0

Sza(f) = 1X(f))* =

» Si le spectre est calculé parla TFD, o A btient une version
approximative du spectre discret s, (IN3

3 N—1 ‘ ~ 9 1
X(k) = Z i(n)e—92mkn/N ‘X(k:)‘ = Sﬁ(f)\f:k/N = Szz <N)
n=0
& N-1 2
Szz (N) = Z i(n)e=I2mkn/N
n=0
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» Détermination du spectre d’'un signal multiplié par une fenétre

» Spectre original:

(1, |fl<o1
X(H) = { 0, otherwise.
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Figure 14.1.1  Spectrum obtained by convolving an M = 61 rectangular
window with the ideal lowpass spectrum in Example 14.1.1.
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Figure 14.1.2  Spectrum obtained by convolving an M = 61 Blackman window
with the ideal lowpass spectrum in Example 14.1.1.

Figures de [1].
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» Elargissement du spectre dépendant de la taille de la fenétre
Probléme pour distinguer des composantes fréquentielles proches

e La largeur de la fenétre (fréquentielle) doit étre plus petite que la
résolution recherchée A f

* Le choix de la fenétre est un compromis entre lissage et fuites
d’énergie

b x(H) | |
X X(f)

0 A 0.5

Figure 14.1.3 Two narrowband signal spectra.

Figure de [1].
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Et pour les signaux aléatoires?

Les signaux aléatoires obéissent a des lois statistiques

lIs n’ont pas de description temporelle analytique
On cherche essentiellement une description fréquentielle de ces
signaux

Importance des différentes composantes fréquentielles: Spectre de puissance

Sous des conditions d’ergodicité et de stationnarité, une
réalisation est considérée comme typique ou représentative

On calcule les propriétés statistiques du signal a partir d’'une seule réalisation

Autocorrélation et DSP (processus) sont liees par Wiener-

Khintchine o |
Vaa(T) = Bz ()2 (t +7)] Poz(w) = / Yow (t)e I dt

— o0
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Description fréquentielle

e On peut obtenir la fonction d’autocorrélation temporelle
calculée sur une réalisation, de durée finie
1
Ry (1) = 3T, /_TO x*(t)x(t + 7)dt
» Sile processus est ergodique pour la moyenne et la corrélation,
on obtient une estimation de la fonction d’autocorrélation
(statistique)

1 [To
Vaz (T) = T%iinoo Roo(T) = Tgiinoo T /_ N z* () (t + 7)dt

oo

* Finalement, la DSP est donnée par I‘m(w):/ Yoo (t)e™I¥tdt  méthode 1

— 00

e On peut aussi avoir une estimation directe de la DSP:

Py (w) = Tlim E[Ppz(w)] méthode 2
0— 00
To . 1 To To To 4
Pro(w) = / Roo(T)e 7 *Tdr = o— / o (t)z(t + 7)dt / a(t)eIwtdt
1, 2Ty g | )om, .

/ Traitement des signaux, automne 2024
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Corrélation de signhaux discrets

* On considere que le signal aléatoire est correctement
échantillonné, F, > 2B

* On obtient un signal de durée finie en prenant N échantillons
z(n), 0<n<N-1

e On peut tout d’'abord estimer une moyenne temporelle de la
fonction d’autocorrélation

1 m
r.(m) = Z z*(n)x(n+m), m=0,1,..,.N —1

// Traitement des signaux, automne 2024 [
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Propriétés du premier estimateur

e |’estimateur de I'autocorrélation est non biaisé
1 N—m—1

n=0

Elrl,(m)]

xrxr

e On peut aussi montrer que [JenkinsWatts:1968]

> e <oo= lim varlr,, (m)] = 0

L'estimateur de la corrélation est consistant, puisqu’il est non biaisé et que sa
variance tend vers 0 quand N est grand.

* Pour de grands lags (m), I'estimateur 7, (m) a une grande
variance
Quand m approche N, peu de points sont pris en compte dans I'estimation

// Traitement des signaux, automne 2024 -
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Deuxieme estimateur de corrélation

e On peut utiliser un autre estimateur de la corrélation
N—m—1

1
Tex(m) = N Z z*(n)zx(n+m), m=0,1,...,.N —1
n=0

biais
» Cet estimateur est par contre biaisé -
N—m—1

Elry.(m)] = % z:o E[z*(n)x(n+m)] = N_Tw%m(m) = (1 —%) Yoz (M)
n= \_/

mais il a une variance plus petite que 77, (m)
1 *
var[rae (m)] ~ — Y [ea(n)? + Yip(n — m)Yea(n + m)]

e ’estimateur est quand méme consistant, puisque si N — oc, sa
variance est nulle, et il devient non biaisé

]\;i_{noo Elrye(m)] = vzz(m)

// Traitement des signaux, automne 2024 [
@ Prof. Pascal Frossard E P l- I

208

Estimateurs de corrélation: resumeé

* ’estimateur non biaisé a une grande variance pour m proche de N
- variance trop élevee

L’estimateur biaisé n’a pas ce probleme

- la variance n’augmente pas aussi rapidement avec m

- par contre, le biais augmente avec m !!!

Dans les deux cas, on peut ameliorer les estimations en augmentant la
durée d’observation, N

L'estimateur biaisé devient non biaisé

Le probléme de la variance est déplacée vers les plus grandes valeurs de m

L'erreur quadratique moyenne de I'estimateur biaisé est inférieure a celle
de 'estimateur non biaisé [Jenkins et Watts]
- on préfére souvent I'estimateur biaisé (paradoxalement)

/ Traitement des signaux, automne 2024
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Estimateur spectral: périodogramme

* La DSP peut étre calculée a 'aide de I'estimation de I'autocorrélation

N-1 1
P (f) = Z . (m)e—JQﬂ'fm =~
m=—N+1

N—-1

Z m(n)e_j%f”

n=0

2
= X

Cette forme est appelée périodogramme (permet la détection de périodicité

cachée)

* La DSP peut aussi étre calculée de maniére directe, par la
transformée de Fourier de la séquence échantillonnée

Calcul de X (f)par TFD ou TFR, en N points

k 1 [=
) = —j2nnk/N
P () = 3 | 5 w0

2

L0<k<N-1

Pour une meilleure représentation, on peut faire du2‘zero padding’ (L-N zéros)

k 1 L—1
me § —j2nnk/L

n=0

L 0<k<L-1

Résolution
donnée par N!!!

iai
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lllustration: calcul de DSP par FFT

* Séquence de N=16 points, obtenus par échantillonnage
z(n) = sin2w(0.135)n + cos2m(0.135 + Af)n, n=0,1,...,15

e Onévalue laDSP a fr = k/L et on varie L en ajoutant des zéros au signal x(n).

?TT.YI ‘{ I!?T?.o?o--o..oo.

32

Amélioration de la représentation

rﬂm M MMM .

0

Figure 14.1.4 Spectra of two sinusoids with frequency separation Af = 0.06.

128

0

i

les composantes ne
peuvent étre séparées
méme pour L grand
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Figure 14.1.5 Spectra of two sinusoids with frequency separation Af = 0.01

Figures de [1].
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Estimation par périodogramme

e La valeur moyenne du périodogramme est donnée par

N-1 N-1
EPw(N] = B| 3 ’“w(m)e_jwm] = 3 Elrea(m)e s
m=—N+1 m=—N+1
N-1

— Z e—j27rfm

m=—N+1 Yz (M)

c’est la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation fenétrée
(Bartlett)
oo 1/2

EIPoalfl = > Aualm)e 7 = [ (@ Wa(f ~ a)da

m=—0oo _1/2

* La moyenne du périodogramme est une version lissée du spectre,
avec des fuites d’énergie (effets de la fenétre de Bartlett)

// Traitement des signaux, automne 2024 [
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Propriétés du périodogramme

» Le spectre estimé est asymptotiguement non biaisé

N—-1 e’}

lim F Z Tye(m)e 92mIm | = Z Yoz (m)e IF ™ =T (f)

N—o0
m=—N+1 m=—00

* Par contre, la variance de P..(f) ne converge pas vers 0
p.ex., pour un processus Gaussien Nlim var[Pp (f)] = T3, (f)

* Le périodogramme n’est pas un estimateur consistant pour la
DSP
La variance ne dépend pas de la durée d’observation!

On doit trouver des astuces pour améliorer le comportement de I'estimateur
simple (en profitant de 'avantage du calcul par FFT)

/ Traitement des signaux, automne 2024
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DSP: méthodes non-parameétriques

* But: augmenter la consistance de 'estimateur simple de la DSP

sans faire d’hypothése sur la nature du signal

» QOutils: moyennage et lissage du périodogramme
le périodogramme bénéficie de méthodes de calcul rapide (FFT)
modifications pour réduire le variance de I'estimateur simple
pénalité: perte de résolution fréquentielle

e Méthodes non-paramétriques principales
Méthode de Bartlett: moyenne des périodogrammes
Méthode de Welch: moyenne de périodogrammes modifiés
Méthode de Blackman et Tukey: lissage du périodogramme

// Traitement des signaux, automne 2024 [
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Méthode de Bartlett

* Diminution de la variance de I'estimateur par moyennage

* La séquence est divisée en K segments disjoints de longueur M
zi(n)=z(n+iM), 0<i<K-1,0<n<M-1

* Le périodogramme est calculé pour chaque segment
2 K-1

PO = o7 MZ_ e 0<i<k-1  PB()= 2 Ph)
o 1 A
] ll “ Il l “l | n
z1(n) x2(n) x3(n)
\
P P P
Traitement des signaux, automne 2024 — P F L
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Bartlett: propriéetés

* Propriétés: réduction de la résolution fréquentielle, et de la

variance Wg(f)
N-1 1/2 2
B _ (%) _ o |7n|> —]27rfm _ blIl?TfOz)]W)
E[Pxx(f)] E[Pacac (f)] m:;\“_l (1 N ’YT M / 1/2 Lo sin 7T(f - Oé) da
1 , 1 in 27 f M
var[PB (f Z var[ P (f }var[P‘éQ (N = Kriz(f) ll + (j\}nsingﬂf) ]

La variance est réduite par un facteur K!
Mais la résolution fréquentielle est aussi réduite, puisque chaque FFT est
calculée avec M = N/K points seulement (la largeur spectrale augmente d’un
facteur K)
— < M -1
A . — M ) —
Fenétre de Bartlett: wp(n) { 0 othorwise.

)

// Traitement des signaux, automne 2024 [
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Méthode de Welch

* Modifications de la méthode de Bartlett

les L segments peuvent se superposer
zi(n)=xz(n+iD), 0<n<M-1,0<i<L-1

- fenétrage des segments
2 M—1

P()(f) MLU Mz:la:i(n@eﬂﬂf” 0<i<L-1 avec U:%
" | — —)p (2) normalizat;n factor
plt ol 4] A,
/ z1(n) i) [ x3(n) w(n)
PO L1 N 26
. PR =7 > P “

// Traitement des signaux, automne 2024 :
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Welch: propriétés

* Propriétés: variance plus petite, mais lissage fréquentiel

~ 1/2
BIPE () = BPQ() = [ Teale)W(f — a)do -
- — —j2nfn
avec W(f) = Vi Z w(n)e
si w(n) est une fenétre triangulaire: n=0
1 9
sans overlap: var[Py; (f)] ~ 715, (f) 50% overlap:  var[P,. (f)] ~ 8_LF92”‘( )

si D = M, et fenétre rectangulaire, méthode équivalente a Bartlett

// Traitement des signaux, automne 2024 [
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Methode de Blackman-Tukey
» Fenétrage de 'autocorrélation, puis transformation de Fourier
- valeurs de l'autocorrélation peu fiables pour m grand (peu de points de calcul)
on peut donner un poids w(m) plus petit a ces valeurs
M-1 . 1/2
PET(f) = 3 raalmu(m)e i = [ P(@W(f - a)da
m=—M+1 —1/2
lw(n)
ez (M)
X Hh M‘H hr —>» | corrélation —)@—) FFT —_
s " PRI (f)

// Traitement des signaux, automne 2024 :
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Blackman-Tukey: Propriétés

* Propriétés de la méthode de Blackman-Tukey

1/2 12 ,1/2
E[PBT(f)] = / | PP @)W (] — ayda = / . / | TaeOWis(a W (] — a)daas
BIPET (D= 3 Blres(mulm)e ™™ = 3" qp(myuwn(m)u(m)e
m=—M-+1 M+1
ICTI.
avec  wp(n) = { 0 n oLerjvi]s\(fe.

- lissage du périodogramme, si w(n) est plus étroit que wg(n)

M-—1
1
- réduction de la variance: var[P2T (£)] ~ T2_(f) [N E wz(m)] (si processus Gaussien)
——M+1

// Traitement des signaux, automne 2024
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lllustration: Blackman-Tukey (M=12)

e Signal aléatoire composé de quatre sinusoides noyées dans un
bruit  b(n) 4

x(n) = ZeXp(j(zﬂfin) + ¢i) + b(n)

25

20

@ 15 — _

2 fi=-0.22
g0 fo = —0.166
5 f2=0.1

1 . fa=0.122
0—0.5 0 0.5
Frequency

Figure de [1].
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Limitations des méthodes non-paramétriques

* Les méthodes non-paramétriques ont I'avantage d’'étre simples
calcul rapide par FFT
meéthodes génériques: pas besoin de modéle du signal

* Par contre, elles souffrent de plusieurs limitations
besoin de longs signaux pour une bonne résolution fréquentielle
fuites d’énergie dues au fenétrage (elles masquent les signaux faibles)

* Des hypothéses ‘irréalistes’ expliquent ces limitations
la fonction d’autocorrélation est nulle pour m > N
le périodogramme est périodique (période N)

// Traitement des signaux, automne 2024 [
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Meéthodes paramétriques

 |dée: on utilise un modele du signal

e |'utilisation d'un modele permet d’extrapoler les valeurs de la
fonction d’autocorrélation pour m > N
plus besoin de fenétrage (plus de fuites d’énergie)
meilleure résolution fréquentielle que les méthodes basées sur la FFT

des signaux de courte durée deviennent suffisants pour I'analyse (intéressant
pour des phénomenes transitoires ou variables dans le temps)

e A partir du signal observé
on estime les paramétres du modele du signal
on calcule la DSP a partir du modéle

/ Traitement des signaux, automne 2024
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Modele donné par systeme linéaire

* Les signaux (stationnaires) observés sont souvent modélisés
comme la sortie d’'un systéme linéaire, excité par un signal
aléatoire stationnaire w(n)

B(z) _ heo bz ™"

H(z) = A(z)  1+YP_apzk

x(n)=— Z apxr(n —k) + Z brw(n — k)
k=1 k=0

Toa(f) = [H()"Tww(f)

si w(n) est un bruit blanc, le DSP devient

IB(f)|? La DSP est donnée si
Luo(f) = 0f|H(f)]? = o, AP les paramétres du
modele sont connus!

// Traitement des signaux, automne 2024 [
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Modeles courants

* Modéle ARMA d’ordre (p,q)
p q
z(n) =— Z apxr(n —k) + Z brw(n — k)
k=1 k=0
e Modéle ARd'ordre psibg=1et ¢g=0

H(z)=1/A(2)

- AR(p) est le modéle le plus courant (équations linéaires trés simples)
- AR(p) permet de représenter un spectre avec des pics étroits (résonance)

* Modéle MA d’'ordre g si A(z) =1.0Onaalors H(z) = B(z)

- rarement utilisé, ils nécessitent bp de parameétres pour une bonne estimation

// Traitement des signaux, automne 2024 -
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Parametres et autocorrélation

* Modéele ARMA

e N
=D et Ok Y (M — k) m>q
Yox (M) = S =30 akVaa(m — k) + 02 > 10 begmh(k) 0<m <gq
f)/;:c(_m) m <0
- on voit que les paramétres {ay } permettent de calculer la corrélation pour m > ¢
* Modéle AR
izl ak’)’x:c(m — k) m > 0
Yz (m) = — Zizl Ak Ve (m — k) + J,LQU m=20 équations de Yule-Walker

- le systéme peut se mettre sous la forme d’'une matrice Toeplitz, et peut se résoudre par
Levinson-Durbin

- la connaissance de {a } permet d’étendre la séquence d’autocorrélation

// Traitement des signaux, automne 2024 [
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AR: Méthode de Yule-Walker

1. Estimation de la fonction d’autocorrélation a partir du signal

N—m-—1
Txxm) N Z n+m) m>0

2. Solution des équations normales (7., remplacé par ry.)

722 (0) Tez(—1) . Tex(—p+1) ] [ a1 [ 1 (1) ]
Tez(1) T22(0) o Tax(—p+2) a9 Tez(2)

| Tea(p—1) Tee(p—2) .. r2z(0) | | ap | | T22(P)
Solution du systéme par Levinson-Durbin

3. L'estimation de la DSP devient /

~2 p
Yw Twp A2 N .

[Pm:v (f) |1 ¥+ Zk, ) CLp( )e—jzﬂ'fk|2 } avec O'wp = Txaj(O) + I; ap<k)7’mm( k)

// Traitement des signaux, automne 2024 :
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AR: autres méthodes

e D’autres méthodes ont été proposées pour I'estimation des
parameétres AR

* Méthode de Burg

minimisation de I'erreur de prédiction fwd et bwd (treillis), sous la contrainte que
les paramétres AR satisfont la récursion Levinson-Durbin

haute résolution fréquentielle, modéle AR stable, calcul efficace

* Méthode des moindres carrés non-contrainte

minimisation de I'erreur de prédiction fwd et bwd (treillis), sans la contrainte que
les parametres AR satisfont la récursion Levinson-Durbin

calcul efficace, performance meilleure que Burg, mais stabilité AR non garantie

// Traitement des signaux, automne 2024 [
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Ordre du modele AR ?

e Ordre du modele AR

compromis entre lissage, et apparition de pics ‘erronés' dans le spectre

e Sélection par observation de I'erreur
I'erreur résiduelle décroit quand I'ordre du modéle augmente
I'ordre peut étre choisi ou la décroissance de I'erreur devient lente

e Sélection de l'ordre p de fagon a minimiser des critéres tels que

Final prediction error, FPE (

FPE(p) =2,

N+p+1
N —p— 1)
Akaike information criteria, AlIC

AIC(p) =log 62, + 2p/N
Minimum description length, MDL

MDL(p) = Nlogéz, + plog N

/ Traitement des signaux, automne 2024
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lllustration: méthodes paramétriques

» Signal composé de 2 sinusoides séparées par A f, d’'amplitudeA
avec du bruit Gaussien de variance o>

0 E 0r
=S E SE
g E LS g £
= -l0E - E
= = E
I N
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Figure 14.3.1  Comparison of AR spectrum estimation methods. Figure 14.3.2  Comparison of AR spectrum estimation methods.

SNR donné par 10log,, A%/20?

Figures de [1].
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lllustration: DSP avec ARMA modele
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Figure 14.3.13  ARMA (10, 10) power spectrum estimates from paper by Kay
(1980). Reprinted with permission from the IEEE. Figure de [1].
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Résumeé

On caractérise les signaux aléatoires par leurs statistiques d’ordre 2

Le théoréme de Wiener-Khintchine lie la densité spectrale de puissance et la fonction
d’autocorrélation

Estimation de la fonction d’autocorrélation ou de la DSP pour des durées
d’observation finies
Erreurs d’approximations (distorsion du spectre)

Estimations parfois non consistantes

Méthodes non-paramétriques
Meilleure consistance de I'estimateur, par lissage et moyennage

* Méthodes paramétriques
Meilleure estimation en cas de connaissance a priori / modéle
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