Module 2
1. (a) P(X =0)=3,p;

a
(b) P(X =) =231 pipisj avec j > 1.

Pour (c) et (d), les formules suivantes sont utiles :

ol n—1n
S

"fle (n—Dn(2n — 1)

i=1 6
7127:11,3  (n—1)*?
i=1 4
(c) px = (n*—1)/3n
(d) 0% = (n? —1)(n? +2)/18n.
2. (a) k=2/7
() fx(z) =2vV1 —22/7 si |z| < 1 et 0 sinon; fy(y) =41 —3y2/mrsi0<y<let0
sinon
(c) frix(ylz) = UWIOSySm si |x| <1 et 0 sinon.
3. (a) k=
(b) fx(x)=1—|z|si|z| <1et0sinon; fy(y) =2(1 —y)si0<y<1et 0 sinon.

fy|X(y]a:) =1/(1- |x\)]0§y§1,‘x| si |x| <1 et 0 sinon.

)
)
)
()
4. (a) fre(r,0) = (r/2m) exp(—1?/2)
(b) Elles sont indépendentes.
) fr(r) =rexp(—r?/2)
)

Elles sont orthogonales, non corrélées et dépendantes.

© % N o

On a
(Xp —a)? = (Xp—ap +an —a)? <2(X, —an)? + 2(an — a)?

d’otl en prenant les espérances,

E[(X, —a)?] < 2E[(Xn — an)?] + 2(a, — a)?
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et ensuite les limites

0< lim E[(X, —a)}] < 2lim E[(X,—a)?}+2 lim (a, —a)?

n—oo n—oo n—oo

= 0.

10. lex(2|.’L‘) = fy(z — 1;‘) = \/% exp (_ (Z;x)2>
11. (a) On a

PO©,>k) = Pmin{Xy,.... X} >k =P(X1>k,...,X,>k)
= P(X,>k)P(Xy>k)...P(X, > k)

E—1\"
= (1_N)
(b) P(©, > k)=P(©, =k)+ P(©, > k+1). Ce qui implique

P(On=F) = P(On2k) = P(On2k+1)
- () ()

12. (a) On écrit, apres quelques calculs

1 Ty—1 _ 1 2 2 2 2
5(5”*#) () = 20202(1— p?) {UY(I*MX) +ox(y — py) }
_ ) — _
20202 (1= 2 2poxoy(z—px)(y — py)]
_ 1 pox )]2 (y — py)?
d’ou
fry) = / fxy(z,y)d
(w=py)? 2
_ e / “stme [ (e S )| iz
Vi 27ray Vi 27TO'X\/1 —
1 Jy;:;)?
S 7
\V2woy

. N po 2
car la partie entre crochets correspond a une v.a. N (,uX + U—f(y —py),oxv/1—p )

fxv(@y) 1 {W[ (ux+ X (y— MY))}Q

fr(y)  V2moxy/1—p?
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(¢) A partir du résultat en b) on a directement
POX
EX|Y =y]=px + ——(y— py)
oy
(d)
VAR[X|Y = y] = 0% (1 - p?)

13. Pour m = n, on a évidemment E [g—ﬂ = E[1] = 1. D’autre part, les v.a. X; etant
indépendantes est identiquement distribuées,

ool =l e =l - -l
S, X1+ ...+ X, X1+ ...+ X, X;+...+X,
Comme
S, Xi+...+X, Xi+..+X, T Xi+..+X,
en prenant les espérances on obtient
CA b e o AR b e e £
Fl—|=F|——|+..+F|—————— | =nFE |—
|:Sn Xi+...+ X, Xi+...+ X, Shn
dot B[] = 1.
Finalement,
£ b e o AR b eere o R ol B
E|—|=F +...+F =mE || =—
14. (a) En appliquant le théoreme des probabilités totales, on a
P(X = / P(X =n|A = )\)fa() / e PAd)\

Pour évaluer cette intégrale, soit on integre n fois par parties, soit on consulte des
tables, soit on pose = 2\ et on remarque que

/OAe d)\:2n+1/0 xz"e d$_2n+1E[X]_W

ou X ~ expo(l). Des lors
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(b) Méthode 1 : Comme on connait la loi de probabilité P(X = n), on peut calculer la
fonction génératrice de X :

=1 , 1& 2, 11 1
Gx(@)=2 g =52 G)" =37-2=5;
n=0 n=0 2
D’ou on tire que
0Gx(2)
E[X] = s 1:1
z=

M¢éthode 2 : a partir du théoreme des probabilités totales on a
BX) = [T BXIA = Df0)dr = [ aean=1
0 0

En effet E(X|A = \) est 'espérance d’une v.a. de Poisson de parametre A fixé égal a
A. Remarquez que cette méthode ne nécessite pas la connaissance des P(X = n).

(¢) Méthode 1 :

Var[X] = E[X?] - E[X]?=3-1=2

M¢éthode 2 : a partir du théoreme des probabilités totales on a

B[X?] = /OOO E(X2|A = \)fa(\)dA = /OOO(A +A%)e A = 3

d’ou
Var[X] = E[X?] - E[X]*=3-1=2
(a) On a
P(“Record au temps n”) = P(X,, > maz{X1,...,X_1})

= P(X, =max{X1,...,Xn-1,Xn})
1
)

car les Xi,..., X, sont i.i.d (il y a exactement une chance sur n que n’importe lequel

des X;, en particulier X,,, soit le plus grand des n variables).
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E[“nombre de records au temps n”|

n
= E[Z I(“record au temps 7”)]
i=1
n n "
= ZE[I(“record au temps i”)] = Zpi — Z -
i=1 Pt ‘

=1 v

16. On a
py = E[Y]=aE[X]+b=apx +b
0% = B(Y - uy)) = Bl(aX + b (aux +1)"] = @B[(X - jx)?] = a®o%
COVIX,Y] = BI(X — u)(¥ — )] = (X — ux)(aX +b— (amx + b))
= aB[(X - px)’] = aok
D’ou
_COVIX)Y]  ack a |1 sia>0
PXY)=— = oxlalox |l _{ —1 sia<0

N.B. Si a = 0, p n’est pas défini.

17. Méthode 1 : on se souvient que toute transformation linéaire Y = AX de v.a. gaussiennes
donne encore des v.a. gaussiennes, telles que

0 0
py = Apx=A| 0| =10
0 0
1 1 1 1 00 1 1 1 3 0 0
Yy = AEXAT: 1 -1 0 010 1 -1 =10 2 1
1 0 -1]|loo1]|]1 0 -1 01 2
D’ou
Fely) = 1 S TIY (y-my)
(2m)24/|detXy]|
3.0 0 "
1 1 1
i ve,vs(W1,92,y3) = 7 €Xp —§[y1 Y2 y3}§ 0 6 =3 Y2
(271')23 0 —3 6 Y3
1

_ o~ 6 (W1 +2y3+2y3 ~2y2ys)
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Méthode 2 : on ne se souvient pas de la propriété précédente des v.a. gaussiennes et on

effectue un changement de variables classique

i 1 1 1

w | =1 =1 0

Y3 1 0 -1

I 1 1 1 1 Y1

Glom =51 -2 1 Yo
T3 1 1 -2

D’ou

fY1,Y27Y3 (yl, Y2, y3) 3

1
3(277)%

N|w

3(2m)

Remarquons qu’Y; est indépendante de Y5 et Y3, mais que Ys et Y3 ne sont pas indépendantes

Y3 |

1 1
ngth,Xg ((yl + Y2 + Z/S),

car on peut écrire I’expression précédante comme

X1
x9 54
x3
Y1 +y2+ys3
=2 | y1—2y2+tys
Y1+ y2 — 23

1
Syt —2y2 +y3),

3 3

o 18 (W1 Hy2+y3)? o= 35 (11 —292+y3)? o~ 75 (1 +y2—2y3)°

1 o~ 6 Wi +2u3+2y3 —2y2y3)

1 —lemy2 1 —L(y24y2—
Yo, — e 2\s e~ 3 (W2 ty3—v2u3)
fY1,Y27Y3(yl Y2 yS) \/g\/% 27‘(\/3
18. (a) On pose
U=x+Yy T = uv
U= y=u(l-y)
g 1 1 _ x4y 1 1
= - = =
e R e (z+y)? z+y  wu
uv,u(l —v
fov(uwy = PO ) fy (a1 - 0)

_1
u

A Auw)* e \(\u(1 — v))f~Teru(l-)

u

I(a)

INE))

A(}\u)a—l-ﬁ—le—)\u Ua_l(l . U)ﬁ—l

I(e)

IN)

A Auw)otB=te=2u yoa=l(1 — )8~ (a + B)

I(a+ pB)
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1
(1 +y2 — 2y3)>



(b) Comme le premier facteur ci-dessus est une densité de probabilité d’une v.a. G(\, a+/5),
on a écrit fyy(u,v) comme le produit d’une fonction ne dépendant que de u par une
autre ne dépendant que de v. De plus, chacune est normalisée pour étre une den-
sité de probabilité, et fyy (u,v) = fu(u)fy(v)implique que U et V' sont indépendantes.

(c) U~G(\ a+p)
19. Soit € > 0. Comme |X,, — X| > ¢ si et seulement si (X,, — X)? > &2,
P(|1X; — X| > ¢) = P((X, — X)? > €
et I'inégalité de Markov implique que

E[(Xy — X)?]

P(1X, = X| 2 €) = P((X, — X)? 2 %) < .

e

En prenant la limite pour n — oo dans ’équation précédente, la convergence en moyenne
quadratique de {X,,} implique que

E[(X,, — X)?
lim P(|X,, — X|>¢) < lim u:o,

n—oo n=—oo g2

et donc que pour tout € > 0, lim,, o, P(|X,, — X| > &) = 0, ce qui établit la convergence
en probabilité de {X,,}.

Le contraire n’est pas vrai : la suite de v.a { X, },>1 avec
X, = +/n avec probabilité 1/n
= 0 avec probabilité 1 — 1/n. (49)
ne converge pas en moyenne quadratique vers 0 car F [X,QJ = 1 pour tout n > 1 et donc

lim E[(X, —0)?]=1#0,

n—oo

mais converge en probabilité vers 0 car pour tout € > 0,

1
lim P(|X,, — 0| >¢) = lim P(X,, >¢)= lim —=0.

n—00 n—00 n—o0 N

20. (<) On vérifie tout d’abord que

| X S €

= | X,|(1 >e(1+ |X
T 2 Ta [Xal(1+) 2 £(1+ | Xal)

= |X,| >¢,

et donc, en utilisant I'inégalité de Markov,

ez mre) < e / (752)
P(|X,|>e)=P > <FE -0
(Xl 2 €) (1+|Xn—1+s 1+ X l+e
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pour n — oQ.

(=) Soit € > 0. Comme |X,,|/(1+ |X,]) <1et |X,|/(1+]|Xn]) <e/(1+¢) siet seulement
si |X,| < e, le théoréme des probabilités totales entraine que

R

| X ] [ | X
E = F X P(|X E

1+ | X, 14 | X,
€
P X, 1-P(lX,| >
T+z (| Xn| <€)+ (| Xn| > €)
€ 1
= —P(|X,| > ¢).
1+E+1+E ([Xn] = €)

| [Xn| =] P(|Xn] > €)

IN

Comme lim,,_,, P(|X,| > €) = 0, et qu’on peut prendre € > 0 aussi petit qu’on le souhaite,
la derniere égalité ci-dessus implique que

. | X }
1 EF|l—| =0
dn B [
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