Solutions des exercices

S... sous réserves d’'une erreur de ma part !

Module 1

0

P(B) = P(BNQ)=P(BN(A1UAyU...UA,))
= P((BﬁAl)U(BmAZ)U"'U(BﬁAn))

= P(BmA1)+P((BmA2)U...U(BﬂAn))—P((BmAl)m(BQ/L))

n n

= Y P(BNA;) =) P(B|A;)P(4).

=1 =1

Qo _ P(ANB) _ P(B]A)P(A)
P(A;|B) = P(B) 3% P(BIA)P(A))

Cpx =S (L= (1=p)").

CP(X >t TIX > ) = PR _ e 20D oM p(x > 7).

P(X>0)

. Si X est Bin(n,p) avec A = np, alors

Gxlz) = (1_ A(lz))n

n

qui tend vers exp(A(z — 1)) car e® = lim,,_,o0(1 + z/n)".

, A _(==w)?
(a) Px(w) = [Z e/ e 27 da.

i — T—p.
Changement de variables y = VPl

Ox(w) = \}7?/_ ef(nyjw\/iayfjwu)dy

. o2w? 1 OO (g dway2
| / e (v \/5) dy

T J—o00

222



(b) E[X3] =0 et BE[X%] = 30%.
2 2 )

(c) Y est une v.a. gaussienne (uy = aux + b, 0% = a’o%

9. fy(y) =0 pour |y| > 1, fy(y) = 1/4 pour [y| <1et fy(y) =d(ly| —1)/4 pour |y| = 1.

(=v®)? _(v)?
\/%e 2 \/%6 2 e~ Y/2
0- ) =Fmgr—+ T =7 >0

Y est une v.a. Chi-carré & un degré de liberté, fy (y) = e ¥/2/\/2my.

11. fy(y) = 1/(7my/1 —y?2) pour |y| < 1 et fy(y) =0 sinon. uy =0 et 0% = 1/2.

12. Comme P(X = k) est non croissant en k =0,1,2,...

00 k 00
E[X]=) nP(X=n) = Y nP(X=n)+ Y nP(X=n)
n=0 n=0 n=k+1
> zk: nP(X =n)+0
n=0
> zk:nP(X:k:) :P(X:k:)zk:n:P(X:k)k(k;l)
n=0 k2 n=0
> P(X =k)7

d’out l'on tire que P(X = k) < 2E[X]/k?
13. L’inégalité de Markov entraine que si Y > 0et a >0
P(Y >a) <E[Y]/a

Pour s fixé, posons X = %lnY et x = %ln a. Dés lors Y = e*X et a = €% et 'inegalité de
Markov devient

P(BSX > esm) < E[esX]/esm

Comme P(e5X > e5%) = P(X > z) et E[e*X] = ®x(s) cette inégalité peut s’écrire pour
tout s

P(X > ) < e *dx(s)

et porte le nom d’inégalité de Chernoff.

14. Pour X ~ expo(\) on a ®x(w) = ﬁ Des lors

Ex" =— X2 =2
S TR W
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Module 2
1. (a) P(X =0)=3,p;

a
(b) P(X =) =231 pipisj avec j > 1.

Pour (c) et (d), les formules suivantes sont utiles :

ol n—1n
S

"fle (n—Dn(2n — 1)

i=1 6
7127:11,3  (n—1)*?
i=1 4
(c) px = (n*—1)/3n
(d) 0% = (n? —1)(n? +2)/18n.
2. (a) k=2/7
() fx(z) =2vV1 —22/7 si |z| < 1 et 0 sinon; fy(y) =41 —3y2/mrsi0<y<let0
sinon
(c) frix(ylz) = UWIOSySm si |x| <1 et 0 sinon.
3. (a) k=
(b) fx(x)=1—|z|si|z| <1et0sinon; fy(y) =2(1 —y)si0<y<1et 0 sinon.

fy|X(y]a:) =1/(1- |x\)]0§y§1,‘x| si |x| <1 et 0 sinon.

)
)
)
()
4. (a) fre(r,0) = (r/2m) exp(—1?/2)
(b) Elles sont indépendentes.
) fr(r) =rexp(—r?/2)
)

Elles sont orthogonales, non corrélées et dépendantes.

© % N o

On a
(Xp —a)? = (Xp—ap +an —a)? <2(X, —an)? + 2(an — a)?

d’otl en prenant les espérances,

E[(X, —a)?] < 2E[(Xn — an)?] + 2(a, — a)?
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et ensuite les limites

0< lim E[(X, —a)}] < 2lim E[(X,—a)?}+2 lim (a, —a)?

n—oo n—oo n—oo

= 0.

10. lex(2|.’L‘) = fy(z — 1;‘) = \/% exp (_ (Z;x)2>
11. (a) On a

PO©,>k) = Pmin{Xy,.... X} >k =P(X1>k,...,X,>k)
= P(X,>k)P(Xy>k)...P(X, > k)

E—1\"
= (1_N)
(b) P(©, > k)=P(©, =k)+ P(©, > k+1). Ce qui implique

P(On=F) = P(On2k) = P(On2k+1)
- () ()

12. (a) On écrit, apres quelques calculs

1 Ty—1 _ 1 2 2 2 2
5(5”*#) () = 20202(1— p?) {UY(I*MX) +ox(y — py) }
_ ) — _
20202 (1= 2 2poxoy(z—px)(y — py)]
_ 1 pox )]2 (y — py)?
d’ou
fry) = / fxy(z,y)d
(w=py)? 2
_ e / “stme [ (e S )| iz
Vi 27ray Vi 27TO'X\/1 —
1 Jy;:;)?
S 7
\V2woy

. N po 2
car la partie entre crochets correspond a une v.a. N (,uX + U—f(y —py),oxv/1—p )

fxv(@y) 1 {W[ (ux+ X (y— MY))}Q

fr(y)  V2moxy/1—p?
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(¢) A partir du résultat en b) on a directement
POX
EX|Y =y]=px + ——(y— py)
oy
(d)
VAR[X|Y = y] = 0% (1 - p?)

13. Pour m = n, on a évidemment E [g—ﬂ = E[1] = 1. D’autre part, les v.a. X; etant
indépendantes est identiquement distribuées,

ool =l e =l - -l
S, X1+ ...+ X, X1+ ...+ X, X;+...+X,
Comme
S, Xi+...+X, Xi+..+X, T Xi+..+X,
en prenant les espérances on obtient
CA b e o AR b e e £
Fl—|=F|——|+..+F|—————— | =nFE |—
|:Sn Xi+...+ X, Xi+...+ X, Shn
dot B[] = 1.
Finalement,
£ b e o AR b eere o R ol B
E|—|=F +...+F =mE || =—
14. (a) En appliquant le théoreme des probabilités totales, on a
P(X = / P(X =n|A = )\)fa() / e PAd)\

Pour évaluer cette intégrale, soit on integre n fois par parties, soit on consulte des
tables, soit on pose = 2\ et on remarque que

/OAe d)\:2n+1/0 xz"e d$_2n+1E[X]_W

ou X ~ expo(l). Des lors
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(b) Méthode 1 : Comme on connait la loi de probabilité P(X = n), on peut calculer la
fonction génératrice de X :

=1 , 1& 2, 11 1
Gx(@)=2 g =52 G)" =37-2=5;
n=0 n=0 2
D’ou on tire que
0Gx(2)
E[X] = s 1:1
z=

M¢éthode 2 : a partir du théoreme des probabilités totales on a
BX) = [T BXIA = Df0)dr = [ aean=1
0 0

En effet E(X|A = \) est 'espérance d’une v.a. de Poisson de parametre A fixé égal a
A. Remarquez que cette méthode ne nécessite pas la connaissance des P(X = n).

(¢) Méthode 1 :

Var[X] = E[X?] - E[X]?=3-1=2

M¢éthode 2 : a partir du théoreme des probabilités totales on a

B[X?] = /OOO E(X2|A = \)fa(\)dA = /OOO(A +A%)e A = 3

d’ou
Var[X] = E[X?] - E[X]*=3-1=2
(a) On a
P(“Record au temps n”) = P(X,, > maz{X1,...,X_1})

= P(X, =max{X1,...,Xn-1,Xn})
1
)

car les Xi,..., X, sont i.i.d (il y a exactement une chance sur n que n’importe lequel

des X;, en particulier X,,, soit le plus grand des n variables).
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E[“nombre de records au temps n”|

n
= E[Z I(“record au temps 7”)]
i=1
n n "
= ZE[I(“record au temps i”)] = Zpi — Z -
i=1 Pt ‘

=1 v

16. On a
py = E[Y]=aE[X]+b=apx +b
0% = B(Y - uy)) = Bl(aX + b (aux +1)"] = @B[(X - jx)?] = a®o%
COVIX,Y] = BI(X — u)(¥ — )] = (X — ux)(aX +b— (amx + b))
= aB[(X - px)’] = aok
D’ou
_COVIX)Y]  ack a |1 sia>0
PXY)=— = oxlalox |l _{ —1 sia<0

N.B. Si a = 0, p n’est pas défini.

17. Méthode 1 : on se souvient que toute transformation linéaire Y = AX de v.a. gaussiennes
donne encore des v.a. gaussiennes, telles que

0 0
py = Apx=A| 0| =10
0 0
1 1 1 1 00 1 1 1 3 0 0
Yy = AEXAT: 1 -1 0 010 1 -1 =10 2 1
1 0 -1]|loo1]|]1 0 -1 01 2
D’ou
Fely) = 1 S TIY (y-my)
(2m)24/|detXy]|
3.0 0 "
1 1 1
i ve,vs(W1,92,y3) = 7 €Xp —§[y1 Y2 y3}§ 0 6 =3 Y2
(271')23 0 —3 6 Y3
1

_ o~ 6 (W1 +2y3+2y3 ~2y2ys)
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Méthode 2 : on ne se souvient pas de la propriété précédente des v.a. gaussiennes et on

effectue un changement de variables classique

i 1 1 1

w | =1 =1 0

Y3 1 0 -1

I 1 1 1 1 Y1

Glom =51 -2 1 Yo
T3 1 1 -2

D’ou

fY1,Y27Y3 (yl, Y2, y3) 3

1
3(277)%

N|w

3(2m)

Remarquons qu’Y; est indépendante de Y5 et Y3, mais que Ys et Y3 ne sont pas indépendantes

Y3 |

1 1
ngth,Xg ((yl + Y2 + Z/S),

car on peut écrire I’expression précédante comme

X1
x9 54
x3
Y1 +y2+ys3
=2 | y1—2y2+tys
Y1+ y2 — 23

1
Syt —2y2 +y3),

3 3

o 18 (W1 Hy2+y3)? o= 35 (11 —292+y3)? o~ 75 (1 +y2—2y3)°

1 o~ 6 Wi +2u3+2y3 —2y2y3)

1 —lemy2 1 —L(y24y2—
Yo, — e 2\s e~ 3 (W2 ty3—v2u3)
fY1,Y27Y3(yl Y2 yS) \/g\/% 27‘(\/3
18. (a) On pose
U=x+Yy T = uv
U= y=u(l-y)
g 1 1 _ x4y 1 1
= - = =
e R e (z+y)? z+y  wu
uv,u(l —v
fov(uwy = PO ) fy (a1 - 0)

_1
u

A Auw)* e \(\u(1 — v))f~Teru(l-)

u

I(a)

INE))

A(}\u)a—l-ﬁ—le—)\u Ua_l(l . U)ﬁ—l

I(e)

IN)

A Auw)otB=te=2u yoa=l(1 — )8~ (a + B)

I(a+ pB)
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(b) Comme le premier facteur ci-dessus est une densité de probabilité d’une v.a. G(\, a+/5),
on a écrit fyy(u,v) comme le produit d’une fonction ne dépendant que de u par une
autre ne dépendant que de v. De plus, chacune est normalisée pour étre une den-
sité de probabilité, et fyy (u,v) = fu(u)fy(v)implique que U et V' sont indépendantes.

(c) U~G(\ a+p)
19. Soit € > 0. Comme |X,, — X| > ¢ si et seulement si (X,, — X)? > &2,
P(|1X; — X| > ¢) = P((X, — X)? > €
et I'inégalité de Markov implique que

E[(Xy — X)?]

P(1X, = X| 2 €) = P((X, — X)? 2 %) < .

e

En prenant la limite pour n — oo dans ’équation précédente, la convergence en moyenne
quadratique de {X,,} implique que

E[(X,, — X)?
lim P(|X,, — X|>¢) < lim u:o,

n—oo n=—oo g2

et donc que pour tout € > 0, lim,, o, P(|X,, — X| > &) = 0, ce qui établit la convergence
en probabilité de {X,,}.

Le contraire n’est pas vrai : la suite de v.a { X, },>1 avec
X, = +/n avec probabilité 1/n
= 0 avec probabilité 1 — 1/n. (49)
ne converge pas en moyenne quadratique vers 0 car F [X,QJ = 1 pour tout n > 1 et donc

lim E[(X, —0)?]=1#0,

n—oo

mais converge en probabilité vers 0 car pour tout € > 0,

1
lim P(|X,, — 0| >¢) = lim P(X,, >¢)= lim —=0.

n—00 n—00 n—o0 N

20. (<) On vérifie tout d’abord que

| X S €

= | X,|(1 >e(1+ |X
T 2 Ta [Xal(1+) 2 £(1+ | Xal)

= |X,| >¢,

et donc, en utilisant I'inégalité de Markov,

ez mre) < e / (752)
P(|X,|>e)=P > <FE -0
(Xl 2 €) (1+|Xn—1+s 1+ X l+e
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pour n — oQ.

(=) Soit € > 0. Comme |X,,|/(1+ |X,]) <1et |X,|/(1+]|Xn]) <e/(1+¢) siet seulement
si |X,| < e, le théoréme des probabilités totales entraine que

R

| X ] [ | X
E = F X P(|X E

1+ | X, 14 | X,
€
P X, 1-P(lX,| >
T+z (| Xn| <€)+ (| Xn| > €)
€ 1
= —P(|X,| > ¢).
1+E+1+E ([Xn] = €)

| [Xn| =] P(|Xn] > €)

IN

Comme lim,,_,, P(|X,| > €) = 0, et qu’on peut prendre € > 0 aussi petit qu’on le souhaite,
la derniere égalité ci-dessus implique que

. | X }
1 EF|l—| =0
dn B [
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Module 3

3.

4.

11 s’agit d’une suite PAM, pour laquelle on peut directement appliquer la formule (23) du
cours, avec jiq = 1/2 et 04 = 1/12 car les Ay, sont des v.a. uniformément distribuées entre
Oet 1, dou

Rx(t,t — 1) = Rx(7) = { iﬁ ~ /e 2111‘(7)—1’1< !

En prenant la transformée de Fourier de cette fonction, on trouve (cfr cours)

T (sin(wa))Q _ i

T
2 T fé(f)+ﬁsinc2(fT).

(a) Comme X; et X9 sont indépendants et de moyennes nulles, on a Rx, x,(7) = 0 d’ou

Ry (t,t —7) = E[X1(t)X1(t — 7)] cos(wot) cos(wo(t — 7)) (50)
+E[X1(t) X2 (t — 7)] cos(wot) sin(wo(t — 7))
+E[X2(t) X1 (t — 7)] sin(wot) cos(wo(t — 7)) (51)
(t)

= Rx/(7)cos(wot) cos(wo(t — 7)) + Rx, x,(T) cos(wot) sin(wo(t — 7))
+Rx, x,(—7) sin(wot) cos(wo(t — 7)) + Rx (7) sin(wot) sin(wg(t — 7))

= Rx(7)cos(woT) + Rx, x,(7) cos(wpt) sin(wo(t — 7)) (52)
+Rx, x,(—7) sin(wot) cos(wy(t — 7))

= Rx(7)cos(woT).

(b) Oui, car E[Y (t)] = 0 (constante) et Ry (t,t — 7) = Ry (7).

(c) Non, il suffit que Rx,x,(7) = —Rx,x,(—7) (insérer dans le calcul fait en a) et le
résultat tombe directement).

(d) La densité spectrale de Y est la convolution de la densité spectrale de X et de la
transformée de Fourier de cos(wy7) (propriété des transformées de Fourier)

SY(f) = Sx(f) x5 (6 — 52)+a(f + 52)
= S (Sx( — )+ Sx(f + 22),

(e) Y(t) est un processus gaussien car c’est la combinaison linéaire de deux proces-
sus gaussiens. Comme sa moyenne est nulle, sa variance vaut Rx(0) et fy(y;t) =

(1//2mRx(0)) exp(—y?/(2Rx(0))).
(f) Comme Y'(¢) est un processus gaussien et qu’'on a montré en a qu’il est WSS, il est
aussi SSS.
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(g) Comme Z(t) = Y (t) — BY%(t), et utilisant le fait que Y (¢) et Y (t — 7) sont deux v.a
gaussiennes multivariées pour calculer les moments d’ordre 3 et 4, on trouve

Rz(r) = BY@®)Y(t—1)] - BEY ()Y*(t —7)] - BE[Y*()Y (t - 7)]
+BENY ()Yt~ 7))
= Ry(r)—0-0+B°EY?()]E[Y?(t — 7)]
+B22E[Y ()Y (t = TE[Y ()Y (t — 7))
= Ry(r)+ B (R}(0) + 2R} (7))
= Rx(7) cos(wor) + B (R%(0) + 2R3 () cos®(wor)) .
5. (a) La moyenne du processus est constante, car elle vaut E[X (t)] = E[A]E[sin(27 fot +

®)] = 0 et sa fonction d’auto-corrélation ne dépend que de la différence entre les deux
temps auxquels elle est évaluée, car

Rx(t,t — 1) = E[AYE[sin(27 fot + ®)sin(2nfo(t — 7) + )]
= (alp+a3(1 —p))(cos(27 for) + Elcos(2m fo(2t + T) + ®)])/2
= (alp+ai(1 —p))cos(2mfor)/2.
(b) Comme Cx (1) = (a?p + a3(1 — p)) cos(27 fo7)/2, on a
2 (T T
VARI<X()>1] = 7 [ ex(ma-par
(aip+ a3(1 — p))

T T
= T /0 cos(2m for)(1 — T)dT

aip + a3(1 —p) (Sirl(7rJ”<)T)>2 _ aip+a3(l—p)

.9
T

qui tend bien vers 0 lorsque T" — o0, ce qui montre que le processus est ergodique par
rapport a sa moyenne.

(c) Posons Z(t) = X?(t). La moyenne de Z coincide avec la variance de X. Des lors,
vérifier que X est ergodique par rapport a sa variance revient a vérifier que Z est
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ergodique par rapport a sa moyenne. Calculons tout d’abord
Cz(r) = E[Z{)Z(t—7)] - E[Z@W)]E[Z(t - T)]
= BIX*(t)X*(t - 7)] - E[X*()]BIX?(t - 7)]
= E[AYE[sin® (27 fot + ®)sin? (27 fo(t — 7) + ®)] — R%(0)

= E |(cos(27 for) — cos(2m fo(2t — 7) + 28))°| — R%(0)

= E {cos2(27rf07') — 2cos(27 for) cos(2m fo(2t — 7) + 2@)}

_|_E[4144]E [0052(27rf0(2t —7)+ 2@)} — R%(0)
_ E[AY] { 1 + cos(4m foT)
4 2

L1 E[cos(4ﬂf02(2t —7) +29)] } — R%(0)

— 2cos(27 for) E[cos(2m fo(2t — ) + 2®)]

- E[A4] {1+ cos(4mfor) —0+1—0} — R%(0)

_ a1p+a82( —P) (9 4 cos(dn for)) — (a1p+ai(1 —p))*
_ (af —a2)4 p=p) a‘fp+a§(1 D) cos(dn for)
et ensuite (pfiou...)
VAR[< Z(t) >7] = / C(r)(1 - Z)dr
LS Jp A /OT<1 ~ Dyar
Wt BUD) 7 con(anor)(1 ~ Tyar
_ (a?—%)4 pl=p) , ai*p+a§(1—p)smcz(2foT)

qui tend Vers Var[A?/2] = (a? — a3)?p(1 — p))/4 lorsque T — oo. Comme 0 < p < 1
et a — a3 # 0, cette valeur n’est pas nulle, et le processus Z n’est pas ergodique par
rapport a sa moyenne (et donc X n’est pas ergodique par rapport a sa variance).

(d) Silai| = |ag|, la limite précédente devient nulle. Remarquez qu’on s’attendait bien a
ces conclusions avant d’avoir fait tous ces calculs!

6. Calculons Rxy (1) :

Rxy(r) = E[X@)Y(t—71)]=FE[X(t) /_;OO h(r)X (t — 7 — r)dr]
+oo +oo
_ /m W) E[X ()X (t — 7 — r)]dr = [m h(r)Rx (7 + r)dr,
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9.

d’ou
+oo . 400  ptoo )
Sxy(f) = Rxy (r)e " dr = / / h(r)Rx (1 + r)e 2™ T drdr

—00

+oo +oo .
- / / h(r) Rx (w)e =927 =) dudy
o e |
= [ e rar [ R(ue 2 = B (F)Sx (D)

La démonstration de Sy x(f) = H(f)Sx(f) est similaire.

Le filtrage d’un bruit blanc de densité spectrale Ny/2 par ce filtre passe-bas idéal de largeur
de bande 2B produit un processus dont la densité spectrale de puissance est

_ ) No/2 s Ifl<B
Sylf) = { 0 sinon |f| > B
En prenant la transformée de Fourier inverse de cette fonction, on trouve Ry (7) =
N, Bsin(QwBT)
0 2Bt ¢

Méthode 1 : On calcule directement Ry (7) :
Ry(r) = EX)X({t—7)—-EXHX({t—7—-d)]—-E[X({t—d)X(t—71)]
+EX(t—d)X(t—1—d)]
= 2Rx(7) — (Rx(7 4+ d) + Rx(t — d)) = A? cos(woT) (1 — cos(wod))
Méthode 2 : on passe par le domaine spectral. En effet, Y est la réponse du systéme linéaire

de transmittance H(f) = 1 —exp(—27j fd) au signal d’entrée X. Par conséquent, sa densité
spectrale est

Sy (f) = (1 — exp(=2mj fd))(1 — exp(2mj fd))Sx (f) = 2(1 — cos(27 fd))Sx (f)
et comme
Sx(f) = A% (8(f — wo/2m) + 8(f + wo/2m)) /4,
on trouve finalement
Sy(f) = A?*(1 —cos(2nfd)) (6(f —wo/27m) + 6(f + wo/27)) /2
A% (1 — cos(wod)) (8(f — wo/2m) + 6(f + wo/27)) /2
dont la transformée de Fourier inverse est Ry (1) = A% (1 — cos(wod)) cos(woT).

(a) Remarquons que X (t) est une v.a. de Bernoulli, prenant les valeurs 0 et 1. Par
conséquent,

EIX()] = P(X(H)=1) = P(X(t) = 1]X(0) = )P(X(0) = 1)
+P(X(t) =1/X(0) =0)P(X(0) =0)
= P(Nombre pair de transitions entre 0 et ¢)P(X(0) = 1) +
P(Nombre impair de transitions entre 0 et ¢)P(X(0) = 0)
= P(Nombre pair de transitions entre 0 et ¢)(1/2)) +
(1 — P(Nombre pair de transitions entre 0 et ¢))(1/2) =1/2
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(b) On a de méme
EXt)X(t—-7)] = PXt)=1L,X(t—-71)=1)

= PX({t)=1X{t—-7)=1)P(X(t—71)=1)
= P(Nombre pair de transitions entre t — 7 et t)(1/2)

1 [e.9]
=5 Z P(Nombre de transitions entre t — 7 et t est égal a 2k)
k=0
L AT gy e 1 2
= = Z e M =2 ch(\7]) = = (1 + e 2"
2 & (2K)! 2 4 ( )
(c) Cx(r) = e /4
(d) Sx(f) = lé(f)'i_% )\2+i\r72f2-
(e) Oui, car lim, o, Cx(7) = 0.
10. (a) Dans ce cas, on a directement P(X; > 0, X3 > 0) = 1/4.
(b) La densité de probabilité jointe de X7 et X, est

1 x? — 2pwy79 + x%)

[xix, (21, m2) = m@(p <_ 202(1 — p?)
= ssee (e 2| 1))

Il faut déterminer une matrice de changement de variables A diagonalisant la matrice
de covariance Y. Le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres de cette matrice
permet d’écrire

1 o1 1
_ 2 pl_9
d’ott un changement de variable possible est
i |_ 1|1 1 X4
Yo | V2|1 -1 X5

et la densité de probabilité jointe de Y7 et Ys devient

1 (L= pyi + (1 +p)y3
friva(y1,92) = mﬂp ( 2021(1 — ) 2)

1
Le domaine du plan (X; > 0, X3 > 0) est transformé en (Y; > 0,-Y; <Yy <Y).

l+p 0 1 1]
T P

a1
Y2

= TP <—(1/2)[l/1 y2] S~

236



11.

(c¢) 1l faut déterminer une matrice B de changement de variables rendant les éléments

diagonaux de la matrice S égaux. On trouve directement

Zi | 1[1/y/T¥p 0 Y3
Zs | o 0 1/vVI=>p Ys

et la nouvelle matrice de covariance est la matrice identité :
S'=BSBT =1

La densité de probabilité jointe de Z; et Zy est

B 1 Z% + Z% B 1 _1 | %1
fleg (21722) — %GXP <_ 2 - 2ﬂ_\/m €xXp _(1/2)[Z1 ZQ]S 29 :

Le domaine du plan (Y7 > 0,—-Y; <Y, <Y)) est transformé en

/ /1
<Z1>0 -7 <Z2<Z1 1+>

Le changement en coordonnées polaires

R = \/Z?+ Z3

O = Arctg (Z2/71)

donne la densité de probabilité jointe (cfr ex. 4, mod 2) fre(r,0) = (r/27) exp(—r2/2).
On peut maintenant calculer

P(X1>0,X9>0) = P<R>O—Arctg <@< Arctg )
| 1— \/ —p

= — Arctg
™ —p
(a) A partir de 'exercice 10, on a
Ry(r) = a*PY(t)=Y(t—1))—a*P(Y(t)=-Y(t— 7))

a (
= a® 2P(X(t)>0,X(t—7)>0)+2P(X(t) <0,X(t—7)<0)—1)
= a*(4P(X(t)>0,X(t—7)>0)—1)
_ 4 Rx(()) + Rx(T)
= a? ( Arctg Rx(0)— Rx(r) — 1) (53)
_ 2a2 Rx(T)
= —— Arcsin Rx(0) (54)
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La derniére simplification est obtenue par des manipulations trigonométriques simples
mais fastidieuses, en écrivant I’égalité (53)) comme

~\ Rx(0) — Rx(7)

o (T1A7) 7Y \/ Rx(0) + Bx(r)

en élevant ensuite les deux membres de cette équation au carré,

sin? (%R‘;Q(T) +

) _ Rx(0) + Bx(r)
cos2 (E Ry(r) ,) Rx(0) — Rx(T)

4 a2

SE

N

W~

et en remplagant cos?(:) par (1 — cos(2-))/2 et sin?(:) par (1 + cos(2-))/2, et en
réarrangeant les termes,

Rx (1) = Rx(0) cos (nggT) + g) = Rx(0)sin (7;]%;;57))

et on trouve finalement .

Cette propriété découle directement du fait que X est un processus gaussien tel
que pux = py = 0 et Rx(7) = Rx(0)sin((w/2a?)Ry (7)). Par conséquent, la seule
connaissance de la moyenne de Y, de la fonction d’auto-corrélation de Y et de la
variance de X permet de retrouver la moyenne et la fonction d’auto-corrélation de X,
et de la, toutes les distributions jointes de n’importe quel ordre, car on sait que X est
un processus gaussien.

Comme X(t) = X(t+ T') on a directement
Rx(T)=EXt)X(t—7)=FEXt+T)X(t—7)]=Rx(t+1T).
Soit Y (t) = X(t+T) — X (t). Alors puy = E[Y ()] =0 et
of = E[(X(t+T) - X(1))*] = Rx(0) — 2Bx(T) + Rx(0) = 0
de sorte que I'inégalité de Tchebytcheff entraine que pour tout € > 0,

P(IX(t+T) - X(t)|>¢e)=P(|Y(t) — py| >¢) =0.

13. D’apres l'ex. 12, Y (¢) est périodique de période 27 /w vu que X (t) l'est aussi. On peut donc
se restreindre au calcul de Ry (7) pour 0 < 7 < 27 /w. Dans ce cas on trouve

P(X(t)>0,X(t—7)>0)= P(sin(wt + P) > 0,sin(w(t —7) + P) > 0)

= P(2km < wt+ ® < (2k + 1)7 pour un certain k € Z,
2lr <w(t—7)+ P < (21 + 1)7 pour un certain [ € Z)
= P(2km < wt+ ® < (2k + 1)7 pour un certain k € Z,
2l + wr <wt + P < (21 4+ 1)7 + wr pour un certain | € Z).
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14.

15.

16.

Deux valeurs de k donnent une valeur non nulle de cette probabilité, selon la valeur de
wr k=1lsi0<wr<metk=1I0+1sinm<wr <27 Dans le premier cas, la probabilité
recherchée devient

PX(t)>0,X(t—7)>0) = PQRIr<wt+®< (214 1),
Ar+wr <wt+ < (2041w
“+wT pour un certain [ € 7Z)
= PQlr+wr <wt+ ® < (20 + 1)7 pour un certain | € Z)
QI+)r—Qlr+wr) 7—wr

2T 2

Dans le second cas, on trouve de maniere similaire

—T + wT

P(X(t) > 0, X(t —7) > 0) =
2w
Par conséquent

Ry(t) =a®>(AP(X(t) > 0,X(t —7) > 0) — 1) = a? (2 ‘1 _ %

g

pour 0 < 7 < 27/w et
Ry (1) = Ry (7 — 2k7/w)
pour 2km/w <7 < 2(k+ 1)7/w.

Commme H(f) = 1/(1+25jRCF), Svos () = [H()2Sv, (f) = No/2(1 + 47 R*C22) dont
la transformée de Fourier inverse est Ry, ,(7) = (No/4RC) exp(—|7|/RC) (Pour calculer
les transformées inverses, rappelez-vous de la décomposition en fractions simples...)

Appelons X’ et Y/ les processus & la sortie des deux filtres soumis aux entrées respectives
X et Y. Comme X et Y sont indépendants, X’ et Y’ le sont aussi. En supposant que leur
moyenne est nulle, on a donc

Rz(T) = RX/(T) + RX/y/(T) + Ry/X/(T) + Ry/(T) = RX/(T) + Ry/(T)

d’ou
Sz(f) = Sx/(f) + Sy (f) = |Hxz(f)*Sx(f) + |Hy z(£)|*Sy (f).

Remarquons que ’hypothése d’indépendance de X et Y n’est pas nécessaire, on peut la
remplacer par 'hypothése de non corrélation.

(a) On obtient le systéeme d’équations

S+ N =X(f) = elf)+N(f)

X(U) = g (eld) + N ().
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Les fonctions de transfert entre S et e d’une part, et entre N et e d’autre part,
s’écrivent donc

_ oy

HselD) = % ¥onjs
K

Hxelf) = = Ronjy

La densité spectrale de S est la transformée de Fourier de Rg(7) = e~ 7|, qui est (cfr
exercice 15)

2a
Ss(f) = a2 A2 f2
Comme S et N sont non corrélés, ’exercice 15 permet d’écrire que
Se(f) = [Hse(£)I?Ss(f) + [Hne(f)?Sn(f)

A2 f2 2a K? Ny

T KAl e K2 dnif? 2
2a No K? 2a a?

= <K2 )K2+47r2f2_K2—a2a2+4772f2

et donc que

e = E[Xt) = /_“ S.(f)df =2 /OoSe(f)df

_ 2( ) df _4a a2/<>o df
K2—a2 2 0 (K272 + f2  K?—a?47% Jo (a/27)% + f2

B ﬁi ﬁ 4a a® 2m A 2w f

- ( )4 { gK]O K2 _a24n? q { rete—, L)

N KNO a

4 +a+K

En dérivant cette derniere expression par rapport a K et en annulant cette expression,
on trouve que la valeur optimale de K est 21/a/Ny — a.

(b) Il faut que K > 0 pour la stabilité du systeme, ce qui impose d’avoir Ny/2 < 2/a.

17. En conditionnant la fonction caratéristique ® x- sur F', on obtient

@X(wl,...,wn) = (I)X|F:fl(wl,...,wn’F:fl)P(F:fl)
+¢X|F:f2(w1,...,wn|F:fQ)P(F:fQ)
= (I)X|F:f1(w1""’w”’F:fl)p+(DX\F:fg(wl’"'?wn‘F:f2)(1_p)

Maintenant, ® xp_ (Wi, ... ,wp|F = f;) est la fonction caratéristique du niéme ordre du
processus X (t) = asin(27 f;t + ®), dont on a vu (page 46) qu’il est SSS. Par conséquent

Dxtr).. Xt F=f; (W1, - - s Wnl F = fi) = @x (4 40).. X (tnte)| F=f; (W15 - -, wn|F = f;)
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18.

et donc

(I)X(tl)---X(tn)(wl’ ceyWn) = 1‘7(I)X(tl)..,X(t")|F:f1 (Wi, .. wp|F = f1)
+(1 - p)q)X(tl)...X(tn)\F:f1 (Wi, .. wp|F = f2)
= PPx(t40). X(tato)|F=f (W1, - -, wn|F = f1)
+(1 —p)‘I)X(tlJrc)...X(tn+c)|F:fl (Wi, ... ,wp|F = fa2)
= Px(t140).. X(tn+e) (WL - -y Wn)

ce qui montre que X (¢) est lui-méme SSS.

(a)

On reprend I'équation (56) en fixant v =0 :

0 0
po= (1 —p)/o fz1a=—1(2|An = —1)dz +p/_oo fz1a=1(2|An = 1)dz

B 1 o0 (z +a)? 0 (z —a)?
= 77TN0/T [(1 —p)/o exp <_N0/T >d2+p/oo exp <_N0/T )dz]

1 o0 —a/ N()/T
= =|a-n [ e (-g)dgap [ T exp(-€)de
\/’TT a/+/No/T —0o0
- L exp (—€2) d¢.
VT Ja)/NoJT
Par conséquent, la probabilité d’erreur reste inchangée si p # 0 mais que le seuil v est
fixé a priori a la valeur O :

1 b 2F
P, = ierfc <\/;Z> =Q <”Nb> . (55)

Remarquons toutefois que ce seuil v = 0 n’est plus optimal : & moins que p = 1/2, il
existe des valeurs de v qui auraient amené une valeur plus faible de P..

Comme la valeur la plus élevé de P, est atteinte pour p = 1/2, comme montré ci-dessus,
on peut toujours garantir cette valeur quelle que soit p, en prenant v = 0.

Par inspection de la figure 4, page 63, pour obtenir une probabilité d’erreur inférieure
4 1076, il faut que FEj/Ny soit supérieur & environ 10.5 dB. Comme il était & environ
7 dB pour une probabilité d’erreur de 1073, il faut trouver 3.5 dB. Doubler T revient
a augmenter E,/Ny de 10log2 =~ 3dB, ce qui n’est pas suffisant. Par contre, doubler
a revient & augmenter Ey,/Ny de 10log4 =~ 6dB, ce qui est largement suffisant.
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Module 4

1.

(a)

An auto-regressive process (AR) of order 1 has the form X (n) = —a1 X(n —1) +U(n)
where U(n) is white noise (U(n) = X(n) + a1 X(n — 1)). To show that the given
process is AR of order 1, it suffices to find a; such that U(n) is white noise. We Start
by calculating the Spectral density function :

+oo +oo
Sx(z) = Z Rx(k)z"F = o2 Z alklz=F
k=—o00 k=—o00
2 : ok | N koK 2 [ kLo (@ g
= o | Y afF > a1 =0 [Z(az) —i—Z(z) —11
k=—o00 k=0 k=0 k=0

L1 1 Ry (1—a?)
-7 [1—04z l—az! ]_ (1—az)(1—az1)

Now we calculate the Spectral density function of U(n). We can write U(n) =
H(n) %« X(n) where H(n) = §(n) + a16(n — 1). We have

N N A ~ A —a? a1z a1z~
Su(z) = H()A1/2)5x(2) = (1 + a1z )(1+a12)Sx (2) = o2 Ee a2l iz

The property of white noise is that its spectral density function is a constant. Therefore,
by choosing a; = —a, the dependency of Si7(z) to z disappears and we have Sy (z) =
02(1 — a?). The energy of of the white noise U(n) is thus o2(1 — a?).
Factorisons Sy (z) = 02(1 — a2)B(z)B(271), avec

A 1

B(z) = ——.

(2) 1—az!

En développant B (z) en série, on trouve

. +oo +00
B(z) = Z(az‘l)k = Z b2k,
k=0 k=0
ce qui est bien la fonction de transfert d’un filtre MA d’ordre oo avec les coefficients
by = o pour k € N.
Oui, car Cx (k) = Rx (k) — 0 = o2al¥l tend vers zéro quand k — oo.

A P B - (1-a?)
Sy(s) = HEH(E)Ex() = (14 8271+ B)o” 7 v =y

(1+82z"1)(1 + B2)
(1—az)(l—az"1)

= o*(1-a?)

d’olt en prenant z = exp(27j f)

1+ 8% +2Bcos(27f))
14+ a2 —2acos(2rf)

Sy (f) = 02(1 — a)
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4.

(b) f= o

. On établit a partir de X(n) = > 1L, bxU(n — k) et du fait que E[U(n — 1)U(n —l2)] =

038(l1 — o) que

Rx(k) = i i b b, E[U(n — 1)U(n — k — 15)] = o2 i i by bi,d(ly — lo — k)

11=012=0 11=012=0
= o Y. > byby (i —lo—k)=0f > > byby_k0(ly — Iy — k)
11=012=0 li=k12=0
m—k
= of Z bi,bi,—k =0t Y bibir
L=k =0

pour 0 < k < m. Par conséquent, on obtient en prenant k € Z

g for |k| <m
Ry (k) = UZZ o 101+ k| =
x(k) { 0 for |k| > m

(a) On calcule E[R'x (k)] = Rx (k) et E[R"x (k)] = (1 — |k|/m)Rx (k).

(b) On calcule, en se souvenant des propriétés des moments d’ordre supérieurs de v.a.

gaussiennes,
VAR[R'x(k)] = BE[(R'x(k)— Rx(k))’]
2
_ E (m—l\m S (X(m)X(n — k) —Rx(k)))
n=|k|+1
= TR _| 5 DS (BIX()X (0 — B)X ()X (p — k)] - B (k))
Ik =lii
= ( |k| Z Z k) + Rx(n —p)
n=|k|+1 p= \k\—i—l
+Rx(n —p+k)Rx(n—p—k) — R%(k))

- (m_1|;€|)2 > > (Rgf("—p)+RX(n—p+k)RX(n—p—k)).
n=|k|+1 p=|k|+1

Posons [ =n —p et g =n+p. Alors, comme |k|+1<n,p<m,ona-—-m+|k|+1<
[ < m — |k| — 1. D’autre part, regardons pour chaque valeur possible prise par [ entre
ces deux limites, les valeurs que n, p et finalement ¢ peuvent prendre. On a le tableau
suivant :
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Valeur(s) de [ ..den ..dep ..deg Nombre de
valeurs de ¢
—m+ k| +1 |kl +1 m m+ k| +1 1
—m+|k|+2 | |[k|+1oulkl+2 m—1oum m+ |k|,m+ |k| + 2 2
0 k| +1,...,m |kl +1,....,m | 2|k| +2,2|k| +4,...,2m m — |k
m—|k|—2 m—1oum k| +1oulk]l+2 | m+|k|l,m+ |kl +2 2
m— k| —1 m k| +1 m+ |k|+1 1

dont on déduit que pour une valeur de [ fixée entre —m + k| +1et m — k| —1,ily a

m — |k| — |l| valeurs que ¢ peut prendre. Par conséquent, la double somme sur n et p
devient
1 m—|k|—1
VAR[R'x(k)] = ———= > (m— [kl = |Il) (B&()+ Rx(l+ k)Rx(l— k)
(m — |k]) I=—m+|k|+1
1 m—|k| ,
= — — |kl = l I+ k l—k)).
(o T2 l_%km [kl = 11) (B% (D) + Rx(1 4 k) Rx (1 - )

Comme R"x (k) = (1 — |k|/m)R'x(k), VAR[R"x (k)] = (1 — |k|/m)*V AR[R'x (k)].
Le premier estimateur n’est pas biaisé au contraire du second, mais la variance du
second est toujours plus petite que celle du premier, et tend vers 0 lorsque le nombre
d’échantillons m — oo méme si £k — m au contraire de la variance du premier. Par
exemple, si |k| =m — 1, on a :

VARIRX ()] = Fx(0)+ Rx (W) Rx (k) = Fx(0) + R (b
VARIF/x (0] = — (R(0) + R (b))

Enfin, si A est un estimateur de a, de moyenne p ; et de variance 0124, on montre de

maniere génrérale que l'erreur quadratique moyenne entre A et a est

e = E[(A-a)?=E[(A-py)+ (1; —a)?
= E[(A—pg)Y]+2B[A—p)(ps—a)+ (ng—a)® =05+ (n; —a)’

Ici on a donc

A

e'(k) = VAR[Rx(k)]
(k) = VAR[é"X(k)Hf;R%((k).

La différence entre les deux erreurs quadratiques devient d’autant plus importante si
|k| prend de grandes valeurs. Par exemple, si |[k| =m — 1, on a
e'(k) = R%(0)+ R%(k)

m—1)2
(k) = n;Ri((o)Jr(TigHR%((k).

244



()

Pour de grandes valeurs de k et de m, R% (k) a une faible valeur pour un grand nombre
de processus, et donc £”(k) est petite, mais pas €'(k).

Xa(n) et X3(n), n € Ng, sont WSS, mais pas Xi(n). En effet, on calcule que les
moyennes des trois processus sont nulles, et que pour tout ni,ny € Ny

Rx,(n1,n2) = %E[AQ] (cos(2mf(n1 — na)) — cos(2m f(n1 + n2) + 2¢)) # Rx, (n1 — n2)
a2
Rx,(n,n2) = 5 cos(2m f(n1 — n2))
2 2
Ry, (n1,ns) = %E[cos(%rF(nl — )] — %E[cos(ZwF(nl + na) + 2¢)]

2

2
- % /01 cos(27 f (n1 — ng))df — % /01 cos(27 f (ny + ng) + 2¢)df
a2 sin(2m(ny — na)) a2 sin(2m(n1 4+ ng2) + 2¢) — sin(2¢p)

2 27(ng —ng) 2 27(n1 + n2)
a?sin(2n(ny —ng))  a’~

- L L Sny —
2 271'(77/1 — TLQ) 2 (711 7"L2)

La derniere ligne est obtenue en remarquant que les seules valeurs de nj et no € Ny
amenant une contribution non nulle sont n; = ne. Remarquons que si n avait pu
prendre des valeurs Remarquons que si on avait laissé prendre n des valeurs négatives
ou nulles, on n’aurait plus le méme résultat (le processus X3(n) ne serait d’ailleurs

plus WSS).

On trouve

' 1/2]sin(2mfn+ )| si|z1| < [sin(27fn+ ¢)|
Fxim(@13m) = { 0 sinon.

Comme & ’exercice 11 du module 1,
Fxany (w25m) = 1/(my/a? — x3),

Finalement, il y a 2n racines solutions de z3 = g(f) = asin(2wnf + ¢), et la pente en

avec |za| < a.

valeur absolue en chacune d’elle est |¢'| = a2nn|cos(2nmnf + ¢)| = 27ny/a? — 23 d’ou

2n 1

Ixsn)(z351) = =
’ 2mrny/a? — 23  my/a? — a3

Les transformations trigonométriques suivantes sont utilisées :

avec |z3| < a.

sin?(2mfn 4+ @) sin(2rfm + @) = [1 — cos(4mfn + 2¢)]sin(2rfm + ¢)/2
= sin(2rfm+ ¢)/2 +sin(2nf(2n —m) + ¢)/4
—sin(27 f(2n +m) + 3¢) /4.
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On trouve

E[X?(n)X1(m)] = E[A%sin?(2rfn + ¢)sin(2rfm + ) =0

ad

EIX3m)Xa(m) = &

B[X§(n)X3(m)] =

~| 8,

| 8,

ad

4

[E[sin(27 fm + ®)] + E[sin(27 f(2n — m) + )]
—E[sin(27f(2n +m) + 39)]]

2E[sin(2mF'm + ¢)] + E[sin(2mF (2n —m) + ¢)]
—E[sin(27F(2n +m) + 3p)]|

1 1
[2/0 sin(2w fm + )df + /0 sin(27 f(2n —m) + p)df

- /1 sin(2rw f(2n +m) + 390)df}
0

CL3

4

[0 +0(2n — m) sin(p) + 0} = —4§(2n —m) sin(¢p).

A nouveau, la derniere ligne est obtenue en remarquant que la seconde intégrale
est non nulle seulement si 2n = m. En effet, dans ce cas, on inteégre simplement la

constante sin(y).

(d) Xi(n) n’est pas WSS donc n’est pas SSS. Comme

E[Xg(n)Xg(m)] =a35(2n —m)/4 # a36(2n —m +¢) /4 = E[Xg(n + ¢) X3(m + ¢)]

pour tout ¢ € Ny, X3(n) ne
tiques, on a

q)Xg(nl)...Xg(nm)(wla cee 7wm)

peut étre SSS. Enfin, en utilisant les fonctions caractéris-

= Elexplj i wrXa(ng)]] = Elexplj f: wy sin (2w fny + @)]]

k=1 k=1

2m m
= (1/2m) [ explj Y wnsin@nfne + o)ldy
0 k=1

= pom [ el 3 csintem s +-0) + )l

—2nfc k=1

= 1/2m) [ exply 3w sin(on (g + €) + )

k=1

= Elexplj i wi Xa(ng + )]

k=1
- q)Xg(n1+c)...X2(nm+c) (wh s 7wm)
d’ou quels que soient ¢ et m € Ny
IXany)e Xo(nm) (T15 -+ s Tm3 N1, -+ m) = Xy (ni40).. Xo(nmte) (T1s + s TmiN1+C, .., NN+C)

ce qui montre que Xs(n) est SSS.
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6. Comme Ry (k) = 0%5(k), les équations de Wiener-Hopf se réduisent & h(k) = Rpx(k)/o?,
avec k € N.

7. Comme on a vu a ’exercice 2,

_ (1-a*)o

- 14 a? —2acos(2nf)’

tandis que Sy(f) = 0%. Comme Sx(f) = Ss(f) + Sn(f) et Spx(f) = Ssx(f) = Ss(f),

sy (1-a?)?
Ss(f)+Sn(f)  (1—a?)ok+ (1+a?—2acos(2nf))o%

Ss(f)

H(f)

8. On calcule

Rex(k) = FEle(n)X(n—k)=FE

l=—o0
= E[Dn)X(n—-k)]- > hEX(n—1)X(n-k)
l=—0
= Rpx(k) - i h()Rx (k —1) =0.

l=—o00

Ce calcul donne une interprétation géométrique de l'algorithme de Wiener. En effet,
lespérance Fle(n)X (n — k)] peut étre définie comme le produit scalaire du signal e(n) par
I'entrée X (n — k). Les coefficients du filtre optimal {h(k)} sont des lors ceux pour lesquels
ces deux signaux sont orthogonaux quel que soit k € Z. Il y a donc équivalence entre les
critéres des moindres carrés (erreur quadratique moyenne minimale) et d’orthogonalité
entre l'erreur et le signal d’entrée.

9. Le processus X (n) = S(n)+S(n—1) est la sortie d’un filtre de transmittance G(z) = 1+2z71,
soumis a au processus d’entrée {S(n),n € Z}. Le processus {D(n),n € Z} est le méme que

{S(n),n € Z}.
(a) La transmittance du filtre de Wiener est

H(z) = Spx(2) _ Ssx(x) Gz 1)Ss(2) 1 1

Sx(z)  Sx(z) G()G(zNSs(z) G(z) 1+z1

et sa réponse impulsionelle est donc

n —1)" sin>0
hin) = (=1) H{”>0}:{ E) ) sin <0.

(b) Non, il s’agit du filtre inverse de G(z).

(c) On peut calculer que Y (2) = H(2)X(z) = H(2)G(2)S(z) = S(z) et donc Y (n) = S(n)
pour tout n € Z d’ou {e(n),n € Z} =0 et ¢ = 0.

(d) Oui, car h(n) =0sin <0.
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Module 5

1. En utilisant la fonction génératrice Gy (z;t) = Y oo pn(t)2", et en sommant toutes les
équations de Kolmogorov (1) et (2) multipliées par z" pour tout n > 0, on peut mettre ces
derniéres sous la forme

dGN(Z t)
dt
avec la condition initiale Gx(z;0) = 1. On retrouve alors tous les résultats connus.

= Az — )Gn (1)

2. Supposons t; < ty. Alors

Ry(ti,t2) = E[N(t1)N(t2)] = E[N(t1)(N(t1) + (N(t2) — N(t1)))]
= E[N?*(t1)] + E[N(t1)(N(t2) — N(t1))]
= E[N*(t1)] + E[N(t1)]E[(N(t2) — N(t1))]
= E[N*(t1)] + E[N(t2)]E[(N(t2 — t1))]

)\2t + At + )\tl()\(tz tl)) =\? tito + Aty
On répete le méme raisonnement dans le cas ol t1 < t9, et on établit la propriété.
3. Premiere méthode, en utilisant le théoréme des probabilités totales et la formule du binéme :

P(N(t)=n) = P(Ni(t)+ Na(t) = n)

= éP(Nz(t) =n — k|[Ny(t) = k) P(N1(t) = k)

= f: P(Na(t) =n — k)P(Ny(t) = k)

B :f::em ((22? I (A;;)

= e uther Z::O ("];),k, AeAm—k — (bt W

Deuxieme méthode, en utilisant les fonctions génératrices :

Gn(zt) = E[ZNW] = B[zMOFN0) = MO B[2N20] = Gy, (2:1) G, (1)
Ait(z=1) at(z=1) _ (A1+A2)t(2—1)

qui est la fonction génératrice de probabilité d’une v.a. de Poisson d’intensité A; + A2, d’out
P(N(t) = n) = e-Mith)t (1 +2a)t)"
n!

Donc I’hypothese H2’ définissant (Définition 5.2) un processus de Poisson est vérifiée. L’hy-
potheése H1’ I'est également car le processus Ny (t)+ Nao(t) est & accroissements indépendants
des lors que chaque processus Ny et Ny Dest.
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4. (a) En dérivant

(As)*
k!

Fy(u)(sin) = P(S(n) < 5) = P(N(s) 2 n) = > ™™
k=n

par rapport a s on obtient

. —As = ()‘S)k —As - k)‘ksk_l
fsmy(sin) = —Xe }; X +e ];T

s X (As)k 2 (As)k1
- A6A<_§:(J +23&E¢ﬂ>

k=n
e (‘i(ﬁ)k* 5 <A;>k) IVENE
=n—1 : :

k=n ' k

(b) La solution la plus simple est d’utiliser les fonctions caractéristiques d’une v.a. expo-
nentielle. En effet S(n) = T(0) +T(1) + ...+ T(n — 1), et la fonction caractéristique
de la somme de n v.a. exponentielles indépendantes est le produit de leur fonctions

caractéristiques, c’est-a-dire
A n
Dg(n)(w;n) = ( )

A —jw

ce qui montre que S(n) est une v.a. Gamma de parametres (A, n), dont la densité de
probabilité est

. 1 [ s . A(As)nleAs
fS(n)(S’n) = %/_Ooe J (I)S(n)(w,n)dw = W

5. P(N(t') =1|N(t)=1) =t'/t.
6. (a) La propriété d’une v.a. exponentielle d’étre sans mémoire entraine que

ETIT>al=FET]+a=1+a.

(b) Comme
0 si t<a
Pla<T<t -
P(T <t|T >a)= (;;>_)— (t—a)/(2—a) si a<t<?2
(T'=a) 1 si t>2
on a
) 1/(2—a) si a<t<?2
frirsa(t|T > a) = { 0 sinon
d’on ) o
1 —a
ET|T>al=—— tdt = =1 2.
TIT 2 a] 2—a/a 2—a T



7.

10.

Supposons que T représente l'arrivée d’un événement, dont on sait qu’il ne se produira
qu’apres a secondes. Dans les deux cas, ’espérance a priori de T est de 1 seconde.
Plagons-nous a l'instant a. On remarque que dans le cas d’une v.a. exponentielle, le fait
de savoir qu’il s’est déja écoulé a secondes avant I'arrivée ne change en rien 1’espérance
du temps d’attente résiduel, qui reste d’une seconde & partir de cet instant : c’est di
a 'absence de mémoire de la v.a. exponentielle. Par contre, dans le cas uniforme, le
fait de savoir que l'arrivée aura lieu apres a secondes réduit I'incertitude sur le temps
qu’il reste a attendre : 'arrivée se fait plus imminente ; I’espérance du temps d’attente
résiduel n’est plus que de 1 4+ a/2 —a =1 — a/2 secondes, ce qui est dans tous les cas
inférieur a 1.

Calculons Fr(t) = P(T <t):

P(T<t) = Pmin{T}, Ty} <t)=1-Pmin{Ty,Ta} >t) =1 P{T1 >t} N {Ts > t})
= 1-P(T1 > t)P(Ty > t) =1 — e Mttt =1 — e~ (i)t

dont on déduit que

. ()\1 + )\2)6_(>‘1+)‘2)t si t>0
fT(t)_{O si t<0

ce qui montre que 7T est distribuée exponentiellement, avec une intensité (parametre)
()\1 + )\2).

. Soit T la v.a. décrivant le temps écoulé entre I'arrivée du premier étudiant et le départ du

second, et soient 17 et 75 les v.a. décrivant les durées respectives du premier et du second
entretien, qui sont donc deux v.a. exponentielles d’intensité 1/30 (min~!). Remarquons
que T'= 5+ T5 si le premier entretien dure moins de 5 minutes, et que T' =T} + 15 sinon.
Ceci nous amene a appliquer le théoreme des probabilités totales et a utiliser la propriété
d’absence de mémoire des v.a. exponentielles pour obtenir

E[T] = 5+ E[Ty] + E[Ty|P(T} > 5) = 35+ 30 exp(—1/6) ~ 60.39 min.

. C’est exactement le méme exercice que le précédent, si on remplace le prof. par un réseau

CSMA/CD et les étudiants par les fichiers (cette analogie n’etant bien entendu valable que
pour le raisonnement mathématique...). Avec les valeurs numériques, on trouve alors

E[T] =1+ E[Ts] + E[T1|P(Th > 1) =3+ 2 exp(—1/2) ~ 4.21 sec.

(a) BIN@)IN(t) =n] = Y5—1 B[An] = npa, dou

EIN@)] = Y E[N@IN() = n]P(N(t) =n) = ua Y nP(N(t) = n)
n=0 n=0

= AB[N(1)] = pat.
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(b) On a de méme

E[N*(t)|N(t) =n] = Z S EBlALA] = Z E[AL]+ Z Z E[An Ay,

m=1[=1 m=1 m=11=1,l#m
(R T- IED Sl Sl R SR
m=1 m=11=1,l#m
d’ou
EN*(t)] = ) EIN*(t)IN(t) = n]P(N(t) = n) = 03 E[N ()] + p3 E[N?(2)]
n=0

= oM+ A (M + A2,

(c) Supposons t; < to. Alors

Ry(ti,t2) = E[N(t)(N(t1) + (N(t2) — N(t1)))]
= E[N%*(t))] + E[N(t1)(N(t2) — N(t1))]
= E[N%*(ty)] + E[N(t)|E[(N(t2) — N(t1))]
= E[N*(t1)] + E[N(t1)| E[(N(t2 — t1))]

:>[\.’)
=

t1 4+ paXty(paA(ts — 1))

= pANH+ (0% +
A+ A

= A\ tity + (o

+ =
=

On répete le méme raisonnement dans le cas ou t; < g9, et on établit la propriété.

11. On remarque tout d’abord que

XmRg (1) = @ 0
dt dt ~’

Xs(t) =
et le lemme 1 entraine que

pe () = EL%s(0)] = 2 BIN()] = pa

dt
Ry (ti,t2) = 8ZRN(t tg) = 82 (3N 2tits + (0 + p4) A min(ty, t2))
%\, t2) = Ot10t5 1,12 = kot HAA"T12 AT HA 1,12
0
= (ANt + (03 + p2)Algs (t — 12)) = A + (07 + pA) A (1 — t2),

ce qui montre que le processus Xs(t) est WSS (On s’en serait douté). Par conséquent il
possede une densité spectrale de puissance qui vaut

Sk, (f) = paX6(f) + (0% + ).
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Le processus X, r(t), avec une forme générale de pulse h(t) (on suppose seulement que qu’elle
est absolument intégrable), est obtenu en convoluant le processus X;(t) avec h(t). On peut
appliquer le théoreme 2 du module 3 pour obtenir

S, (F) = [H(F)PS g, (f) = uaNH*(0)0(f) + (04 + p2)AH ().

En prenant la transformée de Fourier inverse on trouve
S .
R, (7) = m3NPH2(0) + (05 + AN [ [H(HPe /7.
—0o0

De méme, pg = paAH(0), tandis que

0%, = Ry, 0) - ik, = N +03) [ IH(PP.

—0o0
12. Méthode longue :

(a) E[X(t)]=E[N({t+T)|—E[N(t)]=AXt+T)— Xt =\T.
(b) On a

EIX()X(t+7)] = BE[NEN(t+7)] - E[N(t+T)N(t+7)]
_E[NON({t+T + 1)) + E[N(t+T)N(E+T + 7). (56)

Pour un processus de Poisson N(t), E[N(t1)N(t2)] = A?t1ta + Amin{ty,t2}. Dés lors,

Ht+1)+At+71) si T<0

EIN@ON(t +7)] 26(t 4+ 7) + At sioT>0

N2t

N2t

NE+T)(t+7)+At+7) si 7<T
NE+T)(t+7)+AXt+T) si 7>T
N2t
Nt
AX(
A5(

t+T+7)+XNt+T+71) si 7<-T

EN(t+T)N(t+7)] = {
E[N@N(t+T +17)] {

Ht+TH+71)+ M i 1T>-T

2+ T)t+T+7)+ANt+T+7) si 7<0

BING+TING+T+7)] = { 24 TY(t+T+7)+AE+T)  si 70

Si 7 < =T, en injectant ces relations dans (56[), on trouve

EXOX(t+7)] = Ntt+7)+At+7) = V2t +T)t+7)+ Mt +71))
OVt +T+1)+ ANt +T+7))
+NE+T)E+T +7)+ At +T +7)
— )\2T2
et en procédant de la sorte pour —T < 7 < 0,0 <7 < T et 7> T, on trouve
finalement
NT2 4+ XNT —|7]) si |7|<T
Rx(r) = EIX()X(t +7)] = { o R
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(c) Oui, & cause des deux réponses précédentes.

Méthode rapide : on constate que le processus X (¢) est un bruit impulsif de Poisson, avec
un pulse rectangulaire h(t) = 1j_7,)(t) de hauteur unité et de largeur égale a 7', dont la
transformée de Fourier est

()=t
Par conséquent :
(a) EX(t)] =\ [y ds=\T.
(b) Comme H(0) = [} ds =T,
Sx(f) = A2T25(f) + A (Sm;;f T)2 = A2T25(f) + AT?sinc2(#T)
et
Rty = { AT s

(¢) Oui comme tout bruit impulsif de Poisson homogene avec h(t) absolument intégrableﬂ

(d) Comme N(t) est un processus de Poisson homogene, pour tout n € N,
P(X(t)=n)=P(N(t+T)-N(t)=n)=P(N(T)=n) = (A\T)"/n!

(e) Oui, car X (t) est l'accroissement d’un processus de Poisson homogeéne N(t) sur
I'intervalle |¢,¢t — T|. A cause de ’hypothése H2 de la définition 1, les accroissements
d’un Processus de Poisson sont stationnaires, le processus X est lui-méme SSS.

(f) Oui, car Cx (1) = 0 pour |7]| > T.

13. La limite quantique est

(/o) [ h(s)ds)”— (Pfhw) (25 hls)ds)’
SNRpINquant = =5 p 3 1™ 1tyds [ 2(s)ds (57)

Pour le pulse triangulaire de I’énoncé,

/ h(s)ds = howd

2v
/oo h%(s)ds = hta
oo 3v
d’ou devient
SN RpiNquant = 2%%

2. en fait on montrer que tout bruit impulsif de Poisson homogene sur R avec h(t) absolument intégrable est

SSS
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14. Comme les arrivées de photons suivent un processus de Poisson d’intensité Ps/hv = Ey/hvT
quand un bit “1” est transmis, et qu’aucun photon ne peut arriver quand un bit “0” est

transmis,
P. = P(aucun photon capté en T unités de temps|bit “1” transmis)P(bit “1” transmis)
+P(au moins un photon capté en T unités de temps|bit “0” transmis)P(bit “0” transmis)
— le—Eb/hV .
2

15. Comme
SNRprN

F(1-¢)+ (1/p3)¢
et que seul le dnominateur de cette expression dépend de 4, maximiser cette quantité
revient & minimiser son dénominateur. En injectant I’expression de F' en fonction de p 4, il

SNRapp =

faut minimiser
(kpa+ (2 =1/pa)(L = k) (L =€) + (1/ g€

En annulant la dérivée de cette expression par rapport a p4, on obtient ’équation
(k+ (1/n3)(1 = k) (1 =€) = 2(1 /)€ = 0.

(a) Sik =1, cette équation devient (1 — &) —2(1/u3)¢ = 0, dont la solution est

na={2e/(1—¢)=2.

Le gain est tres faible a cause du facteur d’exces de bruit élevé, et en fait une photodiode
PIN ferait (presque) aussi bien affaire.

(b) Si k=0, cette équation devient (1 — &) —2(1/pa)€ = 0, dont la solution est

pa=26/(1-¢)=8.

A présent, bien que les bruits impulsifs soient déja importants, il reste intéressant
d’utiliser une photodiode APD.

16. (a) La probabilité cherchée est

P(X > x) = P(aucun autre noeud dans un disque de rayon x) = e A
(b) On calcule tout d’abord que fx(z) = 2A\rze ™ et ensuite que
EX] = /OO zfx(x)de = 2 7 /OO 22 dg = A /oo 226 dg = 1
o 0 —oo oN

Remarquons que X est une v.a. de Rayleigh.
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Module 6

1. Pour que Y (n) soit une chaine de Markov, il faut que
PYn)=ywlY(n—1)=y1,Y(n—2)=y2,...) = P(Y(n) =y|Y(n—1) = y1).

Dans ce cas-ci, on calcule que P(Y(n) = 1Y (n—1) =0,Y(n—2) =1) =0# 1/4 =
P(Y(n)=1|Y(n —1) =0), donc ce n’est pas une chaine de Markov.

2. Comme Y (0) = 0, Y(1) peut prendre les valeurs 1 et —1, Y (2) peut prendre les valeurs
ayr tlie,a+1l,a—1, —a—1ou —a+1, ..., Y(n) peut prendre les valeurs ay,_1 £ 1.
Posons vy, = ayn—1 + 1 et y"p, = ayn—1 — 1. Alors

PY(n)=y,[Y(n—1) =yp1) = 1/2
P(Y(n) = y”n|Y(n - 1) = yn—l) = 1/2
P(Y(n) # y;wy”n|y(n - 1) = yn—l) = 0.

Dans chaque cas P(Y(n) =yn|Y(n —1) = yp—1,...,Y(0) =0) = P(Y(n) =y,|Y(n—1) =
Yn—1), et donc Y (n) est une chaine de Markov.

3. Si ¢ communique avec j et si j communique avec k, il existe m,n € Ny tels que p(m) >0 et

ij
p(z) > 0. Comme pour tout n +m € N,

(m+n) _ (m) ( ) (m) (n)
Dik Z Dj 2 p p]k
les
on a que ¢ est accessible a partir de k.

()

M) 5 0 et py;° > 0. Comme pour tout n’+m’ € N,

De méme, il existe m’, n’ € Ny tels que Dj;

(n +m') _ Zp(n )pl(zm > pl(;; )pgfin) > 0.
leS

on a que 7 est accessible a partir de k, et donc ces deux états communiquent.

4. 11 faut résoudre cet exercice par récurrence : on vérifie aisément que pour n = 1, ’lhypothese
est vraie. On suppose ensuite qu’elle est vraie jusqu’en n, et on montre qu’elle I’est encore
en n+ 1 (c’est un simple produit de matrices 2 x 2.

5. Comme 0 < p < 1, tous les états communiquent (la chaine est donc irréductible) et sont
récurrents positifs. Enfin la chaine est apériodique, a cause des deux états 0 et V. Des lors
la distribution stationnaire existe, est unique et est donnée par la solution de 7* = w*P
qu’on peut expliciter sous forme matricielle par

[1—-p p 0 ... 0]

1-p 0 p . 0

(6 7 73 oan]l=[mg A T TN 0 1-p 0 :
0 p

. O l—p p
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ou encore

mn = (1—p)my+ (1 —p)a}
7 = prg+ (1 —p)ms
m = pri+(1—p)n3
N = DPTN_1+DPTN.

La premiére équation entraine que 7 = 75 p/(1 — p). Supposons que pour 0 < k < i — 1,
on ait 7F = 74 (p/(1 — p))*. Alors la (i — 1)iéme équation devient

p V2 p \i2
WSG—p) ZWSG_p> + (1 —p)m}

d’ou l'on tire que 7F = 7§ (p/(1 — p))?, ce qui établit la validité du résultat par récurrence
pour tout 0 < ¢ < N. La somme de toutes ces probabilités valant 1, on en tire la valeur de
7 et on obtient finalement, en posant p = p/(1 — p),

1—p ,
=T

pour 0 <7 < N.

6. (a) On a que p;;4+1 = p et quep;;—1 = 1 — p pour i € [0, N] modN, tandis que tous les
autres p;; sont nuls. On a donc bien

N N
> piy = pij =1
=0 j=0

avec p;; > 0 pour tout 0 < 4,7 < N et la matrice est doublement stochastique.

(b) Sile nombre d’états (N + 1) est fini, la distribution

1
= —
N +1
est invariante car elle vérifie les conditions
N
omro= 1
i=0
2 TP = N 2P T Ny T
=0 1=0

On a utilisé le fait que la somme des p;; le long des colonnes vaut I'unité.

Si N — oo, tous les w7 — 0 et la distribution stationnaire n’existe plus. En fait les
états deviennent récurrents nuls.
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7. P; : Une seule classe d’états récurrents positifs.
P, : Les deux classes {1,2} et {3,4} sont chacune formée de deux états récurrents positifs,
I’état 5 est transitoire.

8. (a) Si X(n) est le nombre de parapluies disponibles a linstant n, le diagramme des
transitions entre états est celui de la figure

FIGURE 12 — Probleme des parapluies.

Cherchons la distribution stationnaire :

r 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1-p »p
0 0 1—p P 0
[y 7 w5 ... wN| =[5 7 W ... TN
0 0 1—-p 0
0 1—p P 0 0
L 1—-p p 0 0 0 0
et donc
5 = (1-p)ny
™ = (I-p)ny_1 +pry
= (I1—=p)mN_o+prN_y
o1 = (L—p)mi +pms
TNy = 7,4+ pri.
dont la solution est
1-p
x
o = N+1—-p
1 . .
71': = m SIISZSN
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La probabilité cherchée est donc

p(1 —p)

*
PRO= N 1y

(b) La valeur de p qui maximise pr{j est celle qui annule
(1=2p)(N+1-p)+p(1-p)=0
i.e. la racine comprise entre 0 et 1 de p?> —2(N + 1)p+ (N + 1) = 0 qui est
p=N+1-+v/N2+N.

Ici N =10 et p =11 —+/110 > 1/2. Donc il améliorerait en effet sa situation avec un
pays ou p < 1/2. Mais il 'améliorerait encore davantage en étant moins distrait !

9. Cette chaine est réversible, et on doit résoudre les équations de balance

T = qmi
pr_y = qm; 2<i<N-1
PN = TN

dont on tire par récurrence que

1 *
7T1 — 77['0

q

i—1 1 i—1

o= == (8) wm=s(8) m 2gisN-

q q g \q

N-1

™ = Pﬂﬂl—<p> )

Il reste a déterminer 7j par la condition de normalisation

N 1 V=1 P i—1 p N-1
122771»*:71'6 1—|—Z<) —|—(> .

Sip # 1/2, cette expression devient

. 11— (p/N "t (p\V! a—p)(+ /N ) +1- (/N !
b= 7T0<1+q 1-p/q +<q> >:7r° q—p
L g=p+ D)+ @—p—-D/QN L 200—p) —2p(p/(1 —p)V !
- q—p — o 1-2p
d’ont
. (1=2p@-pN-!
T YA p)N - pY)
1-2 1— N-1 7
" o () LSisN-
* _ (1_2p)pN_1
T (@ -V PNy

258



10.

11.

Sip=1/2 = q, on trouve a la place

N -1
1:W5<1+q+1):7782N

d’ou
n, = 1/2N
7 = 1N 1<i<N-1
Ny = 1/2N.

Sip#1/2,0onah;y= % avec p = q/p = (1 — p)/p. Donc

. 1=p s p<1(p>1/2)
]\}gnooth_{O sio p>1(p<1/2)

Sip=1/2=g¢q,ona hjy =i/N — 0 pour N — oc.

Pour raccourcir les notations, désignons p; = ,uﬁo Ny = E[Hony | X(0) = . 11 faut
calculer les solutions minimales non négatives de

po = 0
i = l+qui—1+puip1 1<e<N-—-1
pn = 0

C’est une équation aux récurrences linéaires du second ordre a coeflicients constants mais
cette fois non homogene (ax; 1 + bx; + cr;—1 = 1 au lieu de ax;41 + bx; + cx;—1 = 0 dans
le cas homogene). On résoud cette équation en

(i) déterminant la solution générale de 1’équation homogene, qui est

[ Ka+EKy(g/p) si p#q
Higen = . . o
K, + Kyt si p=gq

(ii) déterminant une solution particuliere de 1’équation non homogene (au flair, mais ici on
connait la réponse finale...), par exemple :

=L si p#q
, = a0
i part { —i2 si p=gq

(iii) additionnant les deux solutions et déterminant les constantes grace aux conditions aux

bords :

0= _ K,+ K, si p#q
Ho K, si p=gq
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0= v — 4 Kat Kp(a/p)Y =N/(g=p)=0 si p#q
HN Ka+KbN—N2 si p=gq

En résolvant pour K, et K}, on trouve finalement

1 (¢/p)'=1 _ . :
pi =< p=a (N(q/p)Nfl B Z) siop7a
i(N — 1) si p=gq

12. (a) Les probabilités de transitions non nulles sont (figure pij =1/isi0<j<i<N.

1/(N-1)

F1GURE 13 — Partie de golf.

(b) 11 faut calculer les solutions minimales non négatives de

pld =0 si i=0
plf = 1+ Y2 0piulh si 1<i<N

Dans notre cas, Uespérance cherchée est p&.
Pour i = 1, on a directement p{5 = 1. On montre que plf vérifie la récurrence

= 1 (=2

H H H ., H

Hio 1+ - domjp=1+ A o + Hi10
=0

et donc




13.

En particulier,
N
1 1 1 1
H
=l4+-+...+——+ = -
R s I ;;z
Remarquons que pour N — oo, N%o — o0 : la probabilité d’atteindre 0 vaut toujours
I'unité, mais ’espérance du temps d’atteinte est infinie.

On a (en détaillant toutes les étapes) :

fo = P(X(n)=0 pour un certain n € Ny | X(0) = 0)
= P(X(n) =0 pour un certain n € No | X (1) =1) (car po; = 1)
= P(X(n) =0 pour un certain n € N | X(0) =1) (car chaine homogene)

= 1—P(X(n)>1pourtout n e N| X(0)=1)

Y (n) > 1 pour tout n € N| Y (0) = 1)

= P(Y(n) =0 pour un certain n € N | Y (0) = 1)
= hwo

La chaine est irréductible, donc tous les états sont soit tous récurrents, soit tous
transitoires. Comme hjg = 1sip < 1/2, fo = 1 si p < 1/2 et les états sont alors
récurrents. Comme hig = (1 —p)/p < 1sip>1/2, fo <1sip>1/2 et les états sont
alors transitoires.

On doit résoudre les équations de balance

T = qmi
priy = qm i2>2
dont on tire par récurrence que pour tout i > 1

i1
1
Wf:pﬂl’fl:...:<p> = —

q q q

La condition de normalisation s’écrit
1 :Z’T[’;:T{'g (1+sz_1> .
i=0 4=

Sip < 1/2, on en tire que

71'* — 1_82 1—2]?

0 g 2(1-p)
1-2 i

T = P (p ), i> 1.
2p(1—p) \1—p

Tous les états sont donc récurrents positifs. Si p — 1/2, toutes les probabilités ci-dessus
tendent vers zéro : il n’y a plus de distribution stationnaire. Tous les états sont dans
ce cas récurrents nuls.
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14. Onac, = P(C! ' =k) =p(1 —p)* et Go(2) = p/(1 — (1 — p)z). Les solutions de

p

TTi-(-p)

sont z = p/(1 —p) et z = 1. La probabilité cherchée est la plus petite de ces valeurs, donc :

ho— ) p/(L=p)=1/uc st p<1/2 (uc>1)
P siop>1/2 (ue <1)

15. On trouve

E[X(n)] = Z EX(n)|X(n—1)=m|P(X(n—1) =m)
meN
S e oo
meN 1=1
= Y Y B[ PEEm-1)=m) =Y mpoP(X(n—1) =m)
meN i=1 meN
— poB[X(n—1)] = ... = 2E[X(n—2)] = ... = B[X(0)] = 2

Sipe < 1, limy, 00 E[X (n)] = 0, ce qui est attendu puisque la probabilité que la population

disparaisse en un temps fini hyg vaut 1.

Notons que lorsque puc = 1, E[X(n)] = 1 pour tout n € N. Néanmoins hjp = 1. En fait
lorsque n devient trés grand la (n + 1)iéme génération contient un trés grand nombre
d’individus avec une tres faible probabilité, et est éteinte avec grande probabilité, de sorte

que 'espérance reste égale a 1.
16. Les équations de balance a résoudre sont
* *
T 1Pi—14 = T; Piji—1-

dont on tire

i N—-i+1
mp= Bl 2
Di—1,i 1
et par récurrence
N—-i+1 (N—i+1)(N—i+2)...N N! ,
A & = ... = *x __ T *:Cz *
i i il ii—1)...1 0TGN — )1 "o T N

pour tout 1 <7 < N. La valeur de 7} est obtenue par la condition de normalisation

N N
1= Zﬂ': :WSZC}V = m52N
=0 =0

dont on déduit finalement, pour tout 0 <7 < N,

1

*x __ Yl

262



17. (a) P(To=1] X(0) =0) = P(X(1) =0| X(0) =0) = poo = 1 — p tandis que pour m > 2
PTy=m|X(0)=0) = PX(m)=0,X(m—-1)=1,...,X(1)=1] X(0)=0)

—2 _
= Pmpﬁn )Plo =p(l—q)" 2

q
(b) On calcule d’abord
Gryx(0)=0(2) = Z Z"P(To=m| X(0)=0)=2(1-p)+ Z ZMq(1—q)" ?p
meNp m=2
_ _ 2 o m o _ o 2
= (1-p)z+pgz mZ::O(Z(l Q)" = (1 =p)ztpeei—
dont on tire
dG — 1
BTy | X(0) = 0] = ZBEO= )y gyt gyg =Pt L
dz q urs
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Module 7

1. Pour une chaine de Markov homogene,

pij(ti+t2) = P(X(t+1t2)=7]|X(0)=1)

= Y P(X(ti+1)=j| X(t) =k, X(0) = )P(X(t2) = k | X(0) = i)
keS

= Y P(X(t1+1t2) =j| X(t2) = k)P(X(t2) = k | X(0) =)
keS

= S P(X(h) = | X(0) = k)P(X(tz) = k | X(0) =)
keS

= Y pir(t)p;(t2).
keS

2. En utilisant le fait qu’a tout instant ¢, mo(t) + m1(¢) = 1, il suffit de résoudre la premiere
des deux équations
-2 A
o —p
dmg

() = = A+ mo(t)

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre, qu’on peut rSoudre de diverses
maniéres. Par exemple, en prenant la transformée de Laplace des deux membres de cette
equa diff, on trouve

dm

®) dt

T2 THO)| = lmolt) m(e)

dt

qui s’écrit

SL(m0)(s) = m0(0) = & = (A + ) £(mo) (5)
dont on tire

L(m0)(s) = ——— w0 _  p | m(0) —p/(Atp
s(s+A+p) s+A+p (A+p)s S+A+pu

et en prenant la transformée de Laplace inverse

o [ _
7T(](t) \ + + ( (O) — w) e (A+M)t.

Enfin 71(t) = 1 — mo(t).

Pour les probabilités de transition, on utilise la méme méthode, en s’aidant du fait que

poo(t) +por1(t) = 1
po(t) +pu(t) = 1
pour résoudre
dp
PO (1) = o — (A + w)poo(t),

dt
etc. Les conditions initiales sont ppo(0) = p11(0) =1 et pp1(0) = p1p(0) = 0.
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3.

4.

(a)

(b)

(a)

On calcule que si 7;(t) = e (1 — e=*)i~! alors
CZ;% (t) _ )\t(l —)\t =1 6—At<1 _ 6_/\t)i_2(i _ I)Ae—)\t
— )\t(l —)\t)z 1 +e (1 _ e—At)z’—Q(i _ 1))\6—)\t
— )\t(l —)\t)z— (Z ) )\t(l _ e—)\t)z—2[ —At + (1 —)\t)]
= —ide” )\t(l —)\t)z 1 + (2 ) )\t(l . 6—)\15)1—2

= —idm(t) + (i — 1)Ami—1().

La loi de X (t) suit une loi géométrique de parametre p = e~**. Par conséquent,

1 1
E X)) === =M,
[X(t)] T

La seule cause de transition possible & partir de I’état 0 est ’arrivée (la naissance)
d’un “client” quand le syteme est vide, ce qui se fait avec un taux Ay, d’ou vy = Ag.
Par contre, il y a deux causes de transition possibles a partir d’un état ¢ : U'arrivée
(la naissance) d’un “client”, ce qui se produit au bout d’un temps aléatoire distribué
exponentiellement avec un taux \;, et le départ (la mort) d’un “client”; ce qui se
produit au bout d’un temps aléatoire distribué exponentiellement avec un taux p;. La
transition se fait donc au bout d’un temps aléatoire qui est le minimum de ces deux
v.a. exponentielles indépendantes de taux respectifs ); et ;. Comme le minimum
de deux v.a. exponentielles indépendantes de taux respectifs A; et u; est encore une
v.a. exponentielle de taux \; + p;, comme on ’a montré a ’exercice 7 du module 5,
v = N + .

En appliquant le théoreme des probabilités totales au cas continu
o0 o0
POX>Y) = [TPX YV =gy = [ POC> oY =)y ()dy

o0 (o) )\
= / P(X >vy)fy(y)dy = / e*)‘xy/\ye*)‘yydy -
0 0 Ax + Ay

La seule transition possible a partir de I’état 0 est de passer a ’état 1, d’ott o1 = 1.
D’autre part, si i € Ny, la transition se fera vers I’état (i + 1) si le prochain événement
est une arrivée (une naissance) et non un départ (une mort), donc si la v.a. exponentielle
de taux A; décrivant le temps jusqu’a la prochaine naissance est inférieure a la v.a.
exponentielle de taux p; décrivant le temps jusqu’a la prochaine mort, ce qui se fait
avec une probabilité calculée en b) et qui vaut

i
i+

Gii+1 = 3

On déduit enfin §;;—1 =1 — G iy1-
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6.

. On a, si tl StQ,

Rx(ti,t2) = E[X({t)X(t2)] =1 -P(X(t1)X(t2) =1
= P(X(t1)=1let X(t2) =1)=P(X(t2) =1 X(t1) = 1)P(X(t1) = 1)
= pu(te —t1)m(t1)

On a calculé que

A
pulte—t) = e )
A A
= - —(A it
mit) p (m(o) A+u) ‘

de sorte que

)\ 1% _()\+ _ )\ A _
toto)= [ ——— 4+ 2 w)(t2 751)) < ( _ > ()\+M)t1)
Rx(t1,t2) ()\+M+)\+Me v + (71(0) i)

et vice-versa si t1 > to. Pour que le processus soit stationnaire, il faut que

A

0: *:7
m1(0) = m} Xt

Dans ce cas en effet, le processus est méme SSS car c’est une chaine de Markov, pour
laquelle stationnarité veut dire stationnarité au sens strict, et avec 7 =t — to,

_ (A p (A+u)|r|> A
RX(T)_<)\+H+)\+H6 v

En particulier, si A = p, ces deux derniéres expressions deviennent 7 (0) = 77 = 1/2 et

_ 1 —2X|7]
Ry(r) = ; (1+e7),
ce qui est bien la solution de I'exercice 9 du module 3.

(a) Le diagramme des transitions est donné a la figure

(N-DA (N-2)A

- B

(N-D

FIGURE 14 — Diagramme des transitions de I’'exo 6
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(b) Comme c’est un processus de naissance et de mort réversible, on peut écrire les

équations de balance détaillée qui sont
*

NAry = pm
(N —DAry = 2um,

(N —i+DAry = dum,

Miy_1 = Nury
Par récurrence, on trouve
. (N—i+1)\ | (N—z'+1)...(N—2)(N—1)N(A)i .
1 n 1...3-2-1 n
N! ML N
(V=) (u) ™o =C (u) o
La condition de normalisation donne
1= =Y Ok (5) =i (1+2)
i=0 i=0 H K
a cause de la formule du binéme avec a = A\/pet b=1
(a+b)N = Cha V.
i=0
Par conséquent
) A -N Y A . A A N—i
meen(ieg) () -ov) GR)
p Iz Atp/) \A+u
On constate que la loi de probabilité de X est une loi binomiale Bin (N , ﬁ) On

pouvait s’y attendre : X compte le nombre de locuteurs actifs parmi N locuteurs,
chacun d’eux ayant une probabilité p = ﬁ d’étre actif.

(c) Comme X est une v.a. binomiale Bin (N , ﬁ), sa moyenne vaut

=
(a) On vérifie que
1 AT LA
mlt) = PX(O) =) = 5 | (1= e)3] exp|-(1= )]



satisfait bien a

dmo

o (0 = =Amo(t) + pmi(t)
dd?(t) = Amioi(t) — (A +ip)m(t) + (i + Dpmipa (t)

(b) On calcule tout d’abord

o . A
Grplt) = Y#mil) = exp (-] >

dont on tire

B () = X0, 1) = - )
(¢) Lorsque t — oo,
mi(t) — 7= M e~ Mh

8. Les équations de balance globale permettent d’écrire que

oo
Ay = pmi Y m = pr 4+ (1 - ) (59)
=1
A+p+y)7m7 = Imj_+pmy  siie N (60)

Les équations sont des équations aux récurrences homogenes du 2eme degré, dont la
solution générale est
* % 7
m; = Kqa' + K8

oll v et 3 les deux racines du trindme du second degré puz2 — (A + pu + )z + A, i.e. avec
p=Apet§=y/n,

a = ;(l+p+§+\/(l+p+§)2—4p>

B = ;(1+p+§—\/(1+0+§)2_4p>-

Comme « > 1, la seule maniere de garder 7} < 1 pour tout ¢ est de prendre K, = 0. Dans
ce cas, Kj; = 7 et la condition de normalisation est

1=

Ir

Il
=)

mr=mgy B=m(1 -8
i=0

7
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10.

car on peut vérifier que 5 < 1. On en tire que pour tout ¢ € N
= (1-p8)p8".

Enfin, il faut encore vérifier que ’équation de condition au bord (59) est satisfaite : c’est
bien le cas.

. Les équations de balance détaillée de la file M/M/s sont

A1 = num,  sil<n<s—1 (61)
Ay = sum,  sin>s (62)
dont on déduit que
1 /2"
T o= ‘() g sil<n<s-—1
n! \p
1 A\
T = _() 5, sin>s
sls™=s \ i

La constante de normalisation est par conséquent avec \/u = p,

s—1 1 0o 1 -1 p p 00 1 -1 p p 1 -1
* n _ r m _
WO_(Z 'P +ZS!8n—sp ) _< 0n|+5! Z Smp > _< Onl+311_p/5>
n= n=

n=0 n=s

La probabilité de blocage est la probabilité qu'un appel entrant soit mis en attente,
c’est-a-dire avec p = \/p,

— o= - p 1
C(‘S?p) = Z OZS'SnS = 7'2_ = p/S

p°/s!
(1—p/s) X5=p p"/n! + p/s!

Pour que la chaine soit ergodique, il faut que A < spu.

(a) Le diagramme des transitions est donné a la figure

Mc +hoc  Mc tAoc e FAqg
N K ) .)
s 2u (s+1)u (s+2)u (s+g)u

FI1GURE 15 — Diagramme des transitions de l’exo 10
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(b) Comme c’est un processus de naissance et de mort réversible, on peut écrire les

équations de balance détaillée qui sont

Agc + Xoo)my_y = num, sil<n<s (63)
Apemn_1 = num,  sis+1<n<s+yg (64)

n

dont on déduit que

1 /A A "
= <Hc+00) w5 sil<n<s
n! 7
1 (A" /A oo \?
= '(HC> <H0+00) w sistl<n<stg
nt\ u I

La constante de normalisation est par conséquent,
= (il <)‘H0+)\Oc>n+ Hzg ( Anc )(”_8) (AHc+>\OC>">
o™ H nest1 \AHC + Aoc K

La probabilité de blocage d'un appel HC est la probabilité qu'un appel HC entrant
soit rejeté, c’est-a-dire avec m; donné ci-dessus,

: 1 Anc\? (Arc +Aoc’®
— x e 0
P(rejet HC) = 7l = (s+9)! < 7 > < H ) o

La probabilité de blocage d’un appel OC est la probabilité qu'un appel OC entrant
soit rejeté, c’est-a-dire avec m; donné ci-dessus,

st9 519 (n—s) S
Prejet HC) = > mr=> % (Am) <AHC+AOC> ot

7 7
« (AHC +Xoc\* < 1 Arc\™
- ﬂo( u ) ngo(m+8)!( p )

270



Module 8

1. (a) Les équations de balance détaillée sont pour 1 <n < K,
ATy =

dont la solution est 7% = (1 — p)p"/(1 — pK+1) avec p = A/ et 0 < n < K. Dés
lors P(rejet) = 5 = (1 — p)p /(1 — pE+1), ou encore, avec les valeurs numériques
données P(rejet) = m% ~ 0.00728.

(b) A partir des probabilités calculées en a),

Z 7r —p 1= (pz)"
pK+1 1— Pz
d’ou ( "
dGn p K+1)p
E[N] = =1)=...= = = 0.6827.
V] = =2 (s =1) T e = 06827
(¢) Le taux effectif d’arrivées dans le systéme est \' = A\(1 — P(rejet)) = 1(1 — 0.00728) et
donc la loi de Little donne le temps de réponse moyen qui est E[R] = E[N]/\ = 6.88
secondes.

2. (a) On a une file M/D/1 d’ou

p p
EFINjl=—1(1—-—=)=0. .
V] 1_p< 2) 0.5655

(b) Par Little E[R] = E[N]/A = 5.655 secondes.
3. En multipliant la nieme équation de balance détaillée par z" on trouve
A"y = 2"

En sommant, on obtient successivement

) )
n_x __ n,_x
Sam = Y ptm
[e%S)
n_x __ n+1 *
AZZ T = Z 2 — g
n=0 n=-—1

AGn(2) = pz'Gn(z) — pztng

dont on tire que
—pmgzt g

Gn(z) = AN—pz b p— Xz

Comme Gy(1) =1, on en tire que 75 = 1 — A/ et des lors

dG N A
5, z=1

E[N] =
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4.

(a)

(b)

On a directement, si p = \/pu < 1 et g € Ny
P(Q=0) = P{N=0}U{N=1})=P(N=0)+P(N=1)
P(@=q) = P(N=g+1)=(1-p)p*"

Méthode 1 : on calcule d’abord

I—0p

oo

Go(z) = ZP =)l =1-p*+(1-p) prz
q=1

= (1-p) (1+P+P§:(p2)q) =(1-p) <1+p1_1pz> :(1_p)w

e 1—pz
dont on déduit )
dGq p
EQ| = =1)=..=
Q= 2E=1=.=
Méthode 2 : la probabilité que le serveur soit vide est P(N = 0) = 1 — p, la probabilité
qu’il soit occupé est p. Par conséquent, ’espérance du nombre de clients dans le
serveur (qui est une v.a. de Bernoulli) est p. Il s’ensuit que

2
E[Q] = E[N] - p = %—p—lﬂp.

Notons tout d’abord que si le serveur est vide, W = 0 et donc

fwin=o(w|N = 0) = §(w).
Par contre, si le serveur est occupé, un client arrivant quand la file comporte déja
n > 1 clients, attendra que tous ces clients soient servis, et son temps d’attente sera

W =S1)+S(2)+ -+ S(n)

ou les temps de service S(n) sont une suite de v.a exponentielles i.i.d., de moyenne
1/ (méme pour le client dans le serveur, car la v.a. exponentielle est sans mémoire
(cfr module 1, exercice 4)). Comme la somme de n v.a. exponentielles i.i.d. est une
v.a. d’Erlang (cfr propriété P5 du module 5), la densité de probabilité conditionnelle
de W g’'il y an > 1 clients dans la file est

plpw)" e
(n—1)!

En utilisant le théoreme des probabilités totales, on en déduit que

fW|N=n(w\N =n)=

furw) = ool = 0PV = 0) + 3" fuyiyon(w|N = n) PV = n)
n=1

/L nle pw
= d(w)d—p +Z BN

)\wnl

= (1=p)5(w)+ (1= p)upe ’““”Z (1)

n=1
= (1 p)(w) + (1= pre A
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(d) Méthode 1 : On calcule directement

EW] = /oo w i (w)dw = (1 — p) /OO wb(w)dw + (1 — p)A/” we— BN g
0 0 0
g, ! A

p—x (= A)

Méthode 2 : Comme W = R— S,

A AMI=p) p(p=A)

Remarquez que les deux dernieres méthodes ne requiérent pas la connaissance préalable
de la loi de W.

5. Pour la file M/M/1, EM/M/l[N] =p/(1 —p), avec p = A\/21/C. On suppose que les deux
lignes partagent le méme buffer et que I'ordre de transmission des paquets qui arrivent est
FIFO. Pour la file M/M/2, les équations de balance sont

Ay = pmy

ATy = 2um pour n € Ny

et leur solution est 7 = 2p™ 7§ pour n > 1, avec p = A\/24/C'. La condition de normalisation
devient

[e'S) )
L= m=m42m Y = w2/ —p) — 1)
n=0 n=1

d'ou 5= (1—p)/(1+p) et m; =2(1—p)p™/(1+ p) sin > 1. La fonction génératrice de
probabilités est

. 1—p 1—p
GN(Z):ZW*Z":...:2 -
=" (L+p)(1=pz) 1+p
don le 2
. Ni, _1y— P

Par conséquent,
Eniny2lBl - EnpnyeNI/A - o

Expmn Bl EyynaINIAA 140 !

car p = A/2u/C < 1. Ceci montre que le temps de transmission par 2 lignes de capacités
C, partageant le méme buffer, est plus long que le temps de transmission par 1 ligne de
capacité 2C, si les temps entre arrivées et de service sont distribués exponentiellement.
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6. Soit R le temps de séjour d’un client dans le restaurant. On a

E[R] = FE[R|client mange dans le restaurant] P(client mange dans le restaurant)
+E[R|client ne mange pas dans le restaurant]P(client ne mange pas dans le rest.)
= (54+15)-0.5+5-0.5 = 12.5 min.

En appliquant la loi de Little, le nombre moyen de clients dans le restaurant est

E[N] = ME[R] =5 -12.5 = 62.5 clients.

7. (a) On calcule que E[A(k)?] = A\20% + p? + p, en dérivant deux fois G 4(z) et en arrangeant
les termes.

(b) On obtient le résultat voulu en calculant que :

[N2(k+1)] = E[N*(k)]

[ 1}] = 1-%5=0p

BlA (k+1)N( )| = PE[N(K)]
E[Ak+Dlgpsy] = o

8. Ici fs(s) =d(s —1/p).
(a) On en déduit

Ga(z) = LA(—A(z—U):/()Ooem(z—l)a(s—w)ds

AE)/n / T AW E (s - 1 p)ds = PG
0

d’ou
(1= p)(z = DerCD (11— p)(1-2)
GN(Z) - z — ep(z—1) - 1 — zep(l=2) °
(b) mg=1-0p
() mf=LN(z=0)=..=(1-p)e’ - 1).

9. La variable aléatoire S décrivant les temps de service est une variable géométrique (de
“2eme espece" selon la terminologie du module 1), de parametre p = 0.9. Les formules de
Little et de Pollaczek-Kintchine donnent alors F[R| = E[N]/\ = 1.2857 msec.

10. (a) Soit Noc(t) le nombre d’appels OC le nombre générés pendant un intervalle de temps
de longueur ¢ a I'intérieur de la micro-cellule. Alors

P(Noc(t) =n) = P(A(t,L) =n) = ()‘fj)n oMLt

et Noc(t) est un processus de Poisson (I’hypothése d’indépendance est assurée par la
définition méme de A(t,x)) de taux Aoc = AL.
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(b) Soit L la distance parcourue pendant un appel de durée S. Clairement, L = vS et
1/u' = E[L] = vE[S] = v/u. Le nombre d’appels arrivant pendant un intervalle de
durée t est un processus de Poisson de taux X = A\t appels par km. Les distances
sur lesquelles un appel est en cours forment une suite de v.a. L i.i.d., de moyenne
FE[L] = v/p km. On a donc une file M/GI/o0o, si on compte les taux d’arrivée et de
service en nombre d’appels par km. Le nombre de clients dans ce systeme est alors le
nombre d’appels en cours non pas a un certain moment, mais a un certain endroit le
long de cette autoroute, et qui est donc une v.a. de Poisson de moyenne \' /u' = Atv/p.
Si L est faible comparé a v/u, on peut prendre cet endroit comme le centre de la
cellule de longueur L, si bien que ce nombre est Ny (t) et

P(NHC(t) = n) = O\m}n/"u) e—()\tv/u).

En réalité, et plus précisémment, le nombre d’appels générés a gauche de la cellule
pendant un intervalle de durée ¢ est un processus de Poisson de taux At/2 appels
par km, de méme que le nombre d’appels générés a droite de la cellule pendant ce
méme intervalle de temps. Le nombre d’appels HC des véhicules entrant dans la
micro-cellule par la gauche est donc une v.a. de Poisson de moyenne \tv/2u, de méme
que le nombre d’appels HC des véhicules entrant dans la micro-cellule par la droite.
Comme la somme des ces deux v.a. de Poisson indépendantes est une v.a. de Poisson
de moyenne double, on retrouve bien le méme résultat.

11. On constate que le processus N () est un bruit impulsif de Poisson, avec un pulse rectan-
gulaire h(t) = 1)p7)(t) de hauteur unité et de largeur égale a T'= 1/u. Par conséquent, on
peut reprendre tel quel 'exercice 12 du module 5. On a donc a I’état stationnaire, avec

p=Ap

/u
BING) = A [ ds =M=

2 — |t si |7
Ry(r) = {z2+p<1 plrl) s H;?Z

12.(a-b) Le diagramme des transitions entre états est représenté a la figure De celui-ci on
déduit un ensemble d’équations de balance

My 10 = WYy pour 0 <n<J-1 (65)
AT, 1y uT = um pour 2<n <.J (66)
67)

Mh 1y = Wy pour n > J+1 (

(¢) Soit p = A/u. De on tire que

1
Tho = —T1J pour 0 <n<.J-1
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FIGURE 16 — Diagramme des transitions entre états de la question 12. Les états ont deux
composantes : la premiere est le nombre de clients dans le systéme, la seconde donne 1’état 0 ou
J le plus récemment atteint.

tandis que de on déduit par récurrence que

Tod = 7‘T,I+P7‘Z—1,J—-~—(1+P+ﬂ2+~~+P 1)”?,7
= T our n .
1 1,J p Sn<

Finalement, devient

1— J
Trd =Py 1 g == Pn_JWiJ = Pn_J?pp T, pour n < J + 1.

Il reste a éliminer 77 ; de ces relations par la condition de normalisation :
’

[e%S) . . J—ll J 1_Pn 1_pJ [e%S) .
1 = Z Zﬂ'an:ﬂ'LJ Z*"’Zl_ +1_p Z pn

m=0,J n=0 =P =1 p n—=J+1

J J 1 1-pl &
_ * n 2:[
- ﬁJ<p+1_ 1— _ﬁ)+1—p<_p

p P = =1
J J 1< P
* n 1
:Wu< —— =0 -+ (Zp—0>
p l-p 1-p = 1 1=0
J J 11— p/tt 1—p/ 1
= g (S e U D)
“\p l=p 1—p 1-p I—p '1=p
J
*
= 7
)

o = (L—p)/J si0<n<J-1
Ty = p(l—=p")/J sil<n<J
Ty = Pl = py )T sin>J+1.
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13.

14.

15.

Les probabilités 75 d’avoir n clients dans le systeme sont

7o 0= (1—p)/J sin=0
mho= oty =0=p"/ T sil<n<J-1
T, = Ty = PN = ply )T sin>J.

(d) On peut utiliser la fonction génératrice, mais dans le cas présent il est plus simple de
calculer directement E[N] comme suit

00 J-1 00
EIN] = ) nmy=3% n(l—p"")/J+ ) np" 1= p")/]
n=0 n=0 n=J
17-1 p 1 p & .
_ 1J(J_1) P = n P — n 1Y > n—J
IR R =R P
_ J—1 p - n P - n—J - n—.J
= 7——271/) + = Z(n—J)p +JZp
2 Jn:l J n=J n=J
_ Il N PN S
i i DL DR DI
n=1 1=0 1=0
J—1
S
2 1—p
(e) La loi de Little entraine que
E[N] J-1 1
ElRl == =% T
(a) p<3/4
(b) P(N >mng) =302, ™ = (As/(1 —p)u)™. Ici, ng = 10, p = 0.5, A;/p = 0.25 d’ott

P(N >10) = 2710,

Chaque ligne est modélisée par une file ./M/1. Les taux moyens d’arrivée pour chaque file
valant Aap = 1.5, Aac = 0.5, Apc = 0.5, App = 1, et A\¢p = 1, on calcule E[R] = 0.563
seconde.

Les capacités optimales sont

o = Ay Winax = Sl (dide/ + f) [ A
oW M i dif;

et le temps de réponse minimum

M a2

B[R] = o (/5
AW — M (di )/ 1, '
s Wmax Ek:l( k k/Mk;""fk)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Pour que le probleme ait une solution, il faut que
M
Wmax Z Z(dkkk/ﬂgq + fk)
k=1

Les flux internes sont, en numérotant les files de gauche a droite par 1,2 et 3 : \; = A,
A2 = 3X\/2 et Az = 2. Par le théoréme de Jackson, la probabilité cherchée vaut

e = =02 ()02 ()06
SRR

(a) La fonction génératrice de probabilité de Nj est, avec ug =1, uo = 1/2 et N =5,
164 2F
63 2—2

dolt E[Ny] = dGn, /dz (2 = 1) = 19/21 = 0.905 et E[N] = 86/21 = 4.095.
(b) On obtient le méme résultat par la MVA.

GNl (Z)

(a) 7 . =1/(N+1).

ni,n2

(b) E[N1] = E[Na] = N/2.
En utilisant la MVA :

N 5 10 20
E[Np(N)] 3599 5.323 5.556
E[Ncpy(N)] 0210 0.356  0.385
E[NA(N)] 1.191 4.320 14.060
E[R(N)]  0.389 0.879 2.600

Comme 11;C; = Asource = p/C pour tout i, par symétrie, tous les E[N;] sont égaux et valent
des lors E[N;(N)] = N/M (on retrouve d’ailleurs bien ce résultat en résolvant les équations
MVA). Par conséquent F[R;(N)] = (1+ (N —=1)/M)/i/C = (M + N —1)/Mu'C d’ou
E[R(N)]=(M+ N —-1)/i/C et A\(N) = /CN/(M + N — 1). Le rapport A(N)/E[R(N)]
est maximal pour N* = M — 1.

(a) Des équations de balance, on déduit que

1 50
— 0, Ny —2) = _
rd 1+ 2MT/:u’ord + 2(:“T//’£0rd)2 61

P(N,

(b) Par la MVA, E[N,,4(15)] = 5.36 taches.
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