
Solutions des exercices

s... sous réserves d’une erreur de ma part !

Module 1

1.

P (B) = P (B ∩ Ω) = P (B ∩ (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An))
= P ((B ∩A1) ∪ (B ∩A2) ∪ . . . ∪ (B ∩An))
= P (B ∩A1) + P ((B ∩A2) ∪ . . . ∪ (B ∩An)) − P

(
(B ∩A1) ∩

(
B ∩ Ā1

))
=

n∑
i=1

P (B ∩Ai) =
n∑

i=1
P (B|Ai)P (Ai).

2. P (Ai|B) = P (Ai∩B)
P (B) = P (B|Ai)P (Ai)∑n

j=1 P (B|Aj)P (Aj) .

3. µX = 1−p
p (1 − (1 − p)n).

4. P (X > t+ T |X > t) = P (X>t+T )
P (X>t) = e−λ(t+T )

e−λt = e−λt = P (X > T ).

5. Si X est Bin(n,p) avec λ = np, alors

GX(z) =
(

1 − λ(1 − z)
n

)n

qui tend vers exp(λ(z − 1)) car ex = limn→∞(1 + x/n)n.

6.

7.

8. (a) ΦX(ω) =
∫∞

−∞ ejωx 1√
2πσ

e− (x−µ)2

2σ2 dx.
Changement de variables y = x−µ√

2σ
:

ΦX(ω) = 1√
π

∫ ∞

−∞
e−(y2−jω

√
2σy−jωµ)dy

= ejµω− σ2ω2
2

1√
π

∫ ∞

−∞
e

−(y− jωσ√
2

)2
dy

= ejµω− σ2ω2
2 .
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(b) E[X3] = 0 et E[X4] = 3σ4.
(c) Y est une v.a. gaussienne (µY = aµX + b, σ2

Y = a2σ2
X).

9. fY (y) = 0 pour |y| > 1, fY (y) = 1/4 pour |y| < 1 et fY (y) = δ(|y| − 1)/4 pour |y| = 1.

10. fY (y) =
1√
2π

e− (−√
y)2

2

|−2√
y| +

1√
2π

e− (√
y)2
2

|2√
y| = e−y/2

√
2πy

(y > 0).

Y est une v.a. Chi-carré à un degré de liberté, fY (y) = e−y/2/
√

2πy.

11. fY (y) = 1/(π
√

1 − y2) pour |y| < 1 et fY (y) = 0 sinon. µY = 0 et σ2
Y = 1/2.

12. Comme P (X = k) est non croissant en k = 0, 1, 2, . . .

E[X] =
∞∑

n=0
nP (X = n) =

k∑
n=0

nP (X = n) +
∞∑

n=k+1
nP (X = n)

≥
k∑

n=0
nP (X = n) + 0

≥
k∑

n=0
nP (X = k) = P (X = k)

k∑
n=0

n = P (X = k)k(k + 1)
2

≥ P (X = k)k
2

2

d’où l’on tire que P (X = k) ≤ 2E[X]/k2

13. L’inégalité de Markov entraine que si Y ≥ 0 et a > 0

P (Y > a) ≤ E[Y ]/a

Pour s fixé, posons X = 1
s lnY et x = 1

s ln a. Dès lors Y = esX et a = esx et l’inegalité de
Markov devient

P (esX > esx) ≤ E[esX ]/esx

Comme P (esX > esx) = P (X > x) et E[esX ] = Φ̂X(s) cette inégalité peut s’écrire pour
tout s

P (X > x) ≤ e−sxΦ̂X(s)

et porte le nom d’inégalité de Chernoff.

14. Pour X ∼ expo(λ) on a ΦX(w) = λ
λ−jw . Dès lors

E[Xn] = 1
jn

∂nΦX(w)
∂wn

∣∣∣∣
w=0

= n!
λn
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Module 2

1. (a) P (X = 0) = ∑n
i=1 p

2
i

(b) P (X = j) = 2∑n−j
i=1 pipi+j avec j ≥ 1.

Pour (c) et (d), les formules suivantes sont utiles :
n−1∑
i=1

i = (n− 1)n
2

n−1∑
i=1

i2 = (n− 1)n(2n− 1)
6

n−1∑
i=1

i3 = (n− 1)2n2

4

(c) µX = (n2 − 1)/3n
(d) σ2

X = (n2 − 1)(n2 + 2)/18n2.

2. (a) k = 2/π
(b) fX(x) = 2

√
1 − x2/π si |x| ≤ 1 et 0 sinon ; fY (y) = 4

√
1 − y2/π si 0 < y ≤ 1 et 0

sinon.
(c) fY |X(y|x) = 1/

√
1 − x2I0≤y≤

√
1−x2 si |x| ≤ 1 et 0 sinon.

3. (a) k = 1
(b) fX(x) = 1 − |x| si |x| ≤ 1 et 0 sinon ; fY (y) = 2(1 − y) si 0 < y ≤ 1 et 0 sinon.
(c) fY |X(y|x) = 1/(1 − |x|)I0≤y≤1−|x| si |x| ≤ 1 et 0 sinon.

4. (a) fRΘ(r, θ) = (r/2π) exp(−r2/2)
(b) Elles sont indépendentes.
(c) fR(r) = r exp(−r2/2)
(d) a =

√
2 ln 2

5. a = ρ1(1−ρ2)
1−ρ2

1
et b = ρ2−ρ2

1
1−ρ2

1
.

6. µSn = nµ et σ2
Sn

= (n+ 2(n− 1)ρ)σ2.

7.

8. Elles sont orthogonales, non corrélées et dépendantes.

9. On a
(Xn − a)2 = (Xn − an + an − a)2 ≤ 2(Xn − an)2 + 2(an − a)2

d’où en prenant les espérances,

E[(Xn − a)2] ≤ 2E[(Xn − an)2] + 2(an − a)2
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et ensuite les limites

0 ≤ lim
n→∞

E[(Xn − a)2] ≤ 2 lim
n→∞

E[(Xn − an)2] + 2 lim
n→∞

(an − a)2

= 0.

10. fZ|X(z|x) = fY (z − x) = 1√
2π

exp
(
− (z−x)2

2

)
.

11. (a) On a

P (Θn ≥ k) = P (min{X1, . . . , Xn} ≥ k) = P (X1 ≥ k, . . . ,Xn ≥ k)
= P (X1 ≥ k)P (X2 ≥ k) . . . P (Xn ≥ k)

=
(

1 − k − 1
N

)n

(b) P (Θn ≥ k) = P (Θn = k) + P (Θn ≥ k + 1). Ce qui implique

P (Θn = k) = P (Θn ≥ k) − P (Θn ≥ k + 1)

=
(

1 − k − 1
N

)n

−
(

1 − k

N

)n

.

12. (a) On écrit, après quelques calculs

1
2(x − µ)T Σ−1(x − µ) = 1

2σ2
Xσ

2
Y (1 − ρ2)

[
σ2

Y (x− µX)2 + σ2
X(y − µY )2

]
− 1

2σ2
Xσ

2
Y (1 − ρ2) [2ρσXσY (x− µX)(y − µY )]

= 1
2(1 − ρ2)σ2

X

[
x−

(
µX + ρσX

σY
(y − µY )

)]2
+ (y − µY )2

2σ2
Y

d’où

fY (y) =
∫ ∞

−∞
fXY (x, y)dx

= 1√
2πσY

e
− (y−µY )2

2σ2
Y

 1√
2πσX

√
1 − ρ2

∫ ∞

−∞
e

− 1
2(1−ρ2)σ2

X

[
x−
(

µX+ ρσX
σY

(y−µY )
)]2

dx


= 1√

2πσY

e
− (y−µY )2

2σ2
Y

car la partie entre crochets correspond à une v.a. N
(
µX + ρσX

σY
(y − µY ), σX

√
1 − ρ2

)
.

(b)

fX|Y (x|y) = fXY (x, y)
fY (y) = 1√

2πσX

√
1 − ρ2 e

− 1
2(1−ρ2)σ2

X

[
x−
(

µX+ ρσX
σY

(y−µY )
)]2
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(c) A partir du résultat en b) on a directement

E[X|Y = y] = µX + ρσX

σY
(y − µY )

(d)

V AR[X|Y = y] = σ2
X(1 − ρ2)

13. Pour m = n, on a évidemment E
[

Sn
Sn

]
= E[1] = 1. D’autre part, les v.a. Xi etant

indépendantes est identiquement distribuées,

E

[
S1
Sn

]
= E

[
X1

X1 + . . .+Xn

]
= E

[
X2

X1 + . . .+Xn

]
= . . . = E

[
Xn

X1 + . . .+Xn

]
Comme

Sn

Sn
= X1 + . . .+Xn

X1 + . . .+Xn
= X1
X1 + . . .+Xn

+ . . .+ Xn

X1 + . . .+Xn

en prenant les espérances on obtient

E

[
Sn

Sn

]
= E

[
X1

X1 + . . .+Xn

]
+ . . .+ E

[
Xn

X1 + . . .+Xn

]
= nE

[
S1
Sn

]

d’où E
[

S1
Sn

]
= 1

n .
Finalement,

E

[
Sm

Sn

]
= E

[
X1

X1 + . . .+Xn

]
+ . . .+ E

[
Xm

X1 + . . .+Xn

]
= mE

[
S1
Sn

]
= m

n

14. (a) En appliquant le théorème des probabilités totales, on a

P (X = n) =
∫ ∞

0
P (X = n|Λ = λ)fΛ(λ)dλ = 1

n!

∫ ∞

0
λne−2λdλ

Pour évaluer cette intégrale, soit on intègre n fois par parties, soit on consulte des
tables, soit on pose x = 2λ et on remarque que∫ ∞

0
λne−2λdλ = 1

2n+1

∫ ∞

0
xne−xdx = 1

2n+1E[Xn] = n!
2n+1

où X ∼ expo(1). Dès lors

P (X = n) = 1
n!

n!
2n+1 = 1

2n+1
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(b) Méthode 1 : Comme on connait la loi de probabilité P (X = n), on peut calculer la
fonction génératrice de X :

GX(z) =
∞∑

n=0

1
2n+1 z

n = 1
2

∞∑
n=0

(z2)n = 1
2

1
1 − z

2
= 1

2 − z

D’où on tire que

E[X] = ∂GX(z)
∂z

∣∣∣∣
z=1

= 1

Méthode 2 : à partir du théorème des probabilités totales on a

E[X] =
∫ ∞

0
E(X|Λ = λ)fΛ(λ)dλ =

∫ ∞

0
λe−λdλ = 1

En effet E(X|Λ = λ) est l’espérance d’une v.a. de Poisson de paramètre Λ fixé égal à
λ. Remarquez que cette méthode ne nécessite pas la connaissance des P (X = n).

(c) Méthode 1 :

E[X2] = E[X(X − 1)] + E[X] = ∂2GX(z)
∂z2

∣∣∣∣∣
z=1

+ 1 = 2
(2 − z)3

∣∣∣∣
z=1

+ 1 = 3

d’où

V ar[X] = E[X2] − E[X]2 = 3 − 1 = 2

Méthode 2 : à partir du théorème des probabilités totales on a

E[X2] =
∫ ∞

0
E(X2|Λ = λ)fΛ(λ)dλ =

∫ ∞

0
(λ+ λ2)e−λdλ = 3

d’où

V ar[X] = E[X2] − E[X]2 = 3 − 1 = 2

15. (a) On a

P (“Record au temps n”) = P (Xn > max{X1, . . . , Xn−1})
= P (Xn = max{X1, . . . , Xn−1, Xn})

= 1
n

car les X1, . . . , Xn sont i.i.d (il y a exactement une chance sur n que n’importe lequel
des Xi, en particulier Xn, soit le plus grand des n variables).
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(b)

E[“nombre de records au temps n”]

= E[
n∑

i=1
I(“record au temps i”)]

=
n∑

i=1
E[I(“record au temps i”)] =

n∑
i=1

pi =
n∑

i=1

1
i

16. On a

µY = E[Y ] = aE[X] + b = aµX + b

σ2
Y = E[(Y − µY )2] = E[(aX + b− (aµX + b))2] = a2E[(X − µX)2] = a2σ2

X

COV [X,Y ] = E[(X − µX)(Y − µY )] = E[(X − µX)(aX + b− (aµX + b))]
= aE[(X − µX)2] = aσ2

X

D’où

ρ(X,Y ) = COV [X,Y ]
σXσY

= aσ2
X

σX |a|σX
= a

|a|
=
{

1 si a>0
−1 si a<0

N.B. Si a = 0, ρ n’est pas défini.

17. Méthode 1 : on se souvient que toute transformation linéaire Y = AX de v.a. gaussiennes
donne encore des v.a. gaussiennes, telles que

µY = AµX = A

 0
0
0

 =

 0
0
0


ΣY = AΣXA

T =

 1 1 1
1 −1 0
1 0 −1


 1 0 0

0 1 0
0 0 1


 1 1 1

1 −1 0
1 0 −1

 =

 3 0 0
0 2 1
0 1 2


D’où

fY(y) = 1
(2π) 3

2
√

|detΣY|
e− 1

2 (y−µY)T Σ−1
Y (y−µY)

fY1,Y2,Y3(y1, y2, y3) = 1
(2π) 3

2 3
exp

−1
2[y1 y2 y3]19

 3 0 0
0 6 −3
0 −3 6


 y1
y2
y3




= 1
(2π) 3

2 3
e− 1

6 (y2
1+2y2

2+2y2
3−2y2y3)
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Méthode 2 : on ne se souvient pas de la propriété précédente des v.a. gaussiennes et on
effectue un changement de variables classique y1

y2
y3

 =

 1 1 1
1 −1 0
1 0 −1


 x1
x2
x3

 ⇔

⇔

 x1
x2
x3

 = 1
3

 1 1 1
1 −2 1
1 1 −2


 y1
y2
y3

 = 1
3

 y1 + y2 + y3
y1 − 2y2 + y3
y1 + y2 − 2y3


D’où

fY1,Y2,Y3(y1, y2, y3) = 1
3fX1,X2,X3

(1
3(y1 + y2 + y3), 1

3(y1 − 2y2 + y3), 1
3(y1 + y2 − 2y3)

)
= 1

3(2π) 3
2
e− 1

18 (y1+y2+y3)2
e− 1

18 (y1−2y2+y3)2
e− 1

18 (y1+y2−2y3)2

= 1
3(2π) 3

2
e− 1

6 (y2
1+2y2

2+2y2
3−2y2y3)

Remarquons qu’Y1 est indépendante de Y2 et Y3, mais que Y2 et Y3 ne sont pas indépendantes
car on peut écrire l’expression précédante comme

fY1,Y2,Y3(y1, y2, y3) = 1√
3
√

2π
e

− 1
2 ( y1√

3
)2 1

2π
√

3
e− 1

3 (y2
2+y2

3−y2y3)

18. (a) On pose

u = x+ y
v = x

x+y
⇔ x = uv

y = u(1 − y)

J =
∣∣∣∣∣ 1 1

y
(x+y)2 − x

(x+y)2

∣∣∣∣∣ = − x+ y

(x+ y)2 = − 1
x+ y

= − 1
u

fUV (u, v) = fXY (uv, u(1 − v))∣∣∣− 1
u

∣∣∣ = ufX(uv)fY (u(1 − v))

= u
λ(λuv)α−1e−λuv

Γ(α)
λ(λu(1 − v))β−1e−λu(1−v)

Γ(β)

= λ(λu)α+β−1e−λu

Γ(α)
vα−1(1 − v)β−1

Γ(β)

= λ(λu)α+β−1e−λu

Γ(α+ β)
vα−1(1 − v)β−1Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
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(b) Comme le premier facteur ci-dessus est une densité de probabilité d’une v.a. G(λ, α+β),
on a écrit fUV (u, v) comme le produit d’une fonction ne dépendant que de u par une
autre ne dépendant que de v. De plus, chacune est normalisée pour être une den-
sité de probabilité, et fUV (u, v) = fU (u)fV (v)implique que U et V sont indépendantes.

(c) U ∼ G(λ, α+ β)

19. Soit ε > 0. Comme |Xn −X| ≥ ε si et seulement si (Xn −X)2 ≥ ε2,

P (|Xn −X| ≥ ε) = P ((Xn −X)2 ≥ ε2)

et l’inégalité de Markov implique que

P (|Xn −X| ≥ ε) = P ((Xn −X)2 ≥ ε2) ≤ E[(Xn −X)2]
ε2 .

En prenant la limite pour n → ∞ dans l’équation précédente, la convergence en moyenne
quadratique de {Xn} implique que

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) ≤ lim
n→∞

E[(Xn −X)2]
ε2 = 0,

et donc que pour tout ε > 0, limn→∞ P (|Xn −X| ≥ ε) = 0, ce qui établit la convergence
en probabilité de {Xn}.
Le contraire n’est pas vrai : la suite de v.a {Xn}n≥1 avec

Xn =
√
n avec probabilité 1/n

= 0 avec probabilité 1 − 1/n. (49)

ne converge pas en moyenne quadratique vers 0 car E[X2
n] = 1 pour tout n ≥ 1 et donc

lim
n→∞

E[(Xn − 0)2] = 1 ̸= 0,

mais converge en probabilité vers 0 car pour tout ε > 0,

lim
n→∞

P (|Xn − 0| ≥ ε) = lim
n→∞

P (Xn ≥ ε) = lim
n→∞

1
n

= 0.

20. (⇐) On vérifie tout d’abord que

|Xn|
1 + |Xn|

≥ ε

1 + ε
⇐⇒ |Xn|(1 + ε) ≥ ε(1 + |Xn|)

⇐⇒ |Xn| ≥ ε,

et donc, en utilisant l’inégalité de Markov,

P (|Xn| ≥ ε) = P

( |Xn|
1 + |Xn|

≥ ε

1 + ε

)
≤ E

[ |Xn|
1 + |Xn|

]/(
ε

1 + ε

)
→ 0
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pour n → ∞.

(⇒) Soit ε > 0. Comme |Xn|/(1 + |Xn|) ≤ 1 et |Xn|/(1 + |Xn|) ≤ ε/(1 + ε) si et seulement
si |Xn| ≤ ε, le théorème des probabilités totales entraîne que

E

[ |Xn|
1 + |Xn|

]
= E

[ |Xn|
1 + |Xn|

| |Xn| < ε

]
P (|Xn| < ε) + E

[ |Xn|
1 + |Xn|

| |Xn| ≥ ε

]
P (|Xn| ≥ ε)

≤ ε

1 + ε
P (|Xn| < ε) + 1 · P (|Xn| ≥ ε)

= ε

1 + ε
+ 1

1 + ε
P (|Xn| ≥ ε).

Comme limn→∞ P (|Xn| ≥ ε) = 0, et qu’on peut prendre ε > 0 aussi petit qu’on le souhaite,
la dernière égalité ci-dessus implique que

lim
n→∞

E

[ |Xn|
1 + |Xn|

]
= 0.
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Module 3

3. Il s’agit d’une suite PAM, pour laquelle on peut directement appliquer la formule (23) du
cours, avec µA = 1/2 et σ2

A = 1/12 car les Ak sont des v.a. uniformément distribuées entre
0 et 1, d’où

RX(t, t− τ) = RX(τ) =
{

1/3 − |τ |/(12T ) si |τ | < T
1/4 sinon.

En prenant la transformée de Fourier de cette fonction, on trouve (cfr cours)

SX(f) = 1
4 δ(f) + T

12

(sin(πfT )
πfT

)2
= 1

4 δ(f) + T

12 sinc2(fT ).

4. (a) Comme X1 et X2 sont indépendants et de moyennes nulles, on a RX1X2(τ) = 0 d’où

RY (t, t− τ) = E[X1(t)X1(t− τ)] cos(ω0t) cos(ω0(t− τ)) (50)
+E[X1(t)X2(t− τ)] cos(ω0t) sin(ω0(t− τ))
+E[X2(t)X1(t− τ)] sin(ω0t) cos(ω0(t− τ)) (51)
+E[X2(t)X2(t− τ)] sin(ω0t) sin(ω0(t− τ))

= RX(τ) cos(ω0t) cos(ω0(t− τ)) +RX1X2(τ) cos(ω0t) sin(ω0(t− τ))
+RX1X2(−τ) sin(ω0t) cos(ω0(t− τ)) +RX(τ) sin(ω0t) sin(ω0(t− τ))

= RX(τ) cos(ω0τ) +RX1X2(τ) cos(ω0t) sin(ω0(t− τ)) (52)
+RX1X2(−τ) sin(ω0t) cos(ω0(t− τ))

= RX(τ) cos(ω0τ).

(b) Oui, car E[Y (t)] = 0 (constante) et RY (t, t− τ) = RY (τ).
(c) Non, il suffit que RX1X2(τ) = −RX1X2(−τ) (insérer dans le calcul fait en a) et le

résultat tombe directement).
(d) La densité spectrale de Y est la convolution de la densité spectrale de X et de la

transformée de Fourier de cos(ω0τ) (propriété des transformées de Fourier)

SY (f) = SX(f) ⋆ 1
2 (δ(f − ω0

2π ) + δ(f + ω0
2π ))

= 1
2 (SX(f − ω0

2π ) + SX(f + ω0
2π )).

(e) Y (t) est un processus gaussien car c’est la combinaison linéaire de deux proces-
sus gaussiens. Comme sa moyenne est nulle, sa variance vaut RX(0) et fY (y; t) =
(1/
√

2πRX(0)) exp(−y2/(2RX(0))).
(f) Comme Y (t) est un processus gaussien et qu’on a montré en a qu’il est WSS, il est

aussi SSS.
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(g) Comme Z(t) = Y (t) − βY 2(t), et utilisant le fait que Y (t) et Y (t− τ) sont deux v.a
gaussiennes multivariées pour calculer les moments d’ordre 3 et 4, on trouve

RZ(τ) = E[Y (t)Y (t− τ)] − βE[Y (t)Y 2(t− τ)] − βE[Y 2(t)Y (t− τ)]
+β2E[Y 2(t)Y 2(t− τ)]

= RY (τ) − 0 − 0 + β2E[Y 2(t)]E[Y 2(t− τ)]
+β22E[Y (t)Y (t− τ)]E[Y (t)Y (t− τ)]

= RY (τ) + β2
(
R2

Y (0) + 2R2
Y (τ)

)
= RX(τ) cos(ω0τ) + β2

(
R2

X(0) + 2R2
X(τ) cos2(ω0τ)

)
.

5. (a) La moyenne du processus est constante, car elle vaut E[X(t)] = E[A]E[sin(2πf0t+
Φ)] = 0 et sa fonction d’auto-corrélation ne dépend que de la différence entre les deux
temps auxquels elle est évaluée, car

RX(t, t− τ) = E[A2]E[sin(2πf0t+ Φ) sin(2πf0(t− τ) + Φ)]
= (a2

1p+ a2
2(1 − p))(cos(2πf0τ) + E[cos(2πf0(2t+ τ) + Φ)])/2

= (a2
1p+ a2

2(1 − p)) cos(2πf0τ)/2.

(b) Comme CX(τ) = (a2
1p+ a2

2(1 − p)) cos(2πf0τ)/2, on a

V AR[< X(t) >T ] = 2
T

∫ T

0
CX(τ)(1 − τ

T
)dτ

= (a2
1p+ a2

2(1 − p))
T

∫ T

0
cos(2πf0τ)(1 − τ

T
)dτ

= a2
1p+ a2

2(1 − p)
2

(sin(πf0T )
πf0T

)2
= a2

1p+ a2
2(1 − p)
2 sinc2(f0T )

qui tend bien vers 0 lorsque T → ∞, ce qui montre que le processus est ergodique par
rapport à sa moyenne.

(c) Posons Z(t) = X2(t). La moyenne de Z coïncide avec la variance de X. Dès lors,
vérifier que X est ergodique par rapport à sa variance revient à vérifier que Z est
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ergodique par rapport à sa moyenne. Calculons tout d’abord

CZ(τ) = E[Z(t)Z(t− τ)] − E[Z(t)]E[Z(t− τ)]
= E[X2(t)X2(t− τ)] − E[X2(t)]E[X2(t− τ)]
= E[A4]E[sin2(2πf0t+ Φ) sin2(2πf0(t− τ) + Φ)] −R2

X(0)

= E[A4]
4 E

[
(cos(2πf0τ) − cos(2πf0(2t− τ) + 2Φ))2

]
−R2

X(0)

= E[A4]
4 E

[
cos2(2πf0τ) − 2 cos(2πf0τ) cos(2πf0(2t− τ) + 2Φ)

]
+E[A4]

4 E
[
cos2(2πf0(2t− τ) + 2Φ)

]
−R2

X(0)

= E[A4]
4

{1 + cos(4πf0τ)
2 − 2 cos(2πf0τ)E[cos(2πf0(2t− τ) + 2Φ)]

+1 + E[cos(4πf0(2t− τ) + 2Φ)]
2

}
−R2

X(0)

= E[A4]
8 {1 + cos(4πf0τ) − 0 + 1 − 0} −R2

X(0)

= a4
1p+ a4

2(1 − p)
8 (2 + cos(4πf0τ)) − (a2

1p+ a2
2(1 − p))2

4

= (a2
1 − a2

2)2p(1 − p)
4 + a4

1p+ a4
2(1 − p)
8 cos(4πf0τ)

et ensuite (pfiou...)

V AR[< Z(t) >T ] = 2
T

∫ T

0
CZ(τ)(1 − τ

T
)dτ

= (a2
1 − a2

2)2p(1 − p)
2T

∫ T

0
(1 − τ

T
)dτ

+a4
1p+ a4

2(1 − p)
4T

∫ T

0
cos(4πf0τ)(1 − τ

T
)dτ

= (a2
1 − a2

2)2p(1 − p)
4 + a4

1p+ a4
2(1 − p)
8 sinc2(2f0T )

qui tend vers V ar[A2/2] = (a2
1 − a2

2)2p(1 − p))/4 lorsque T → ∞. Comme 0 < p < 1
et a2

1 − a2
2 ≠ 0, cette valeur n’est pas nulle, et le processus Z n’est pas ergodique par

rapport à sa moyenne (et donc X n’est pas ergodique par rapport à sa variance).
(d) Si |a1| = |a2|, la limite précédente devient nulle. Remarquez qu’on s’attendait bien à

ces conclusions avant d’avoir fait tous ces calculs !

6. Calculons RXY (τ) :

RXY (τ) = E[X(t)Y (t− τ)] = E[X(t)
∫ +∞

−∞
h(r)X(t− τ − r)dr]

=
∫ +∞

−∞
h(r)E[X(t)X(t− τ − r)]dr =

∫ +∞

−∞
h(r)RX(τ + r)dr,
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d’où

SXY (f) =
∫ +∞

−∞
RXY (τ)e−j2πfτdτ =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(r)RX(τ + r)e−j2πfτdτdr

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(r)RX(u)e−j2πf(u−r)dudr

=
∫ +∞

−∞
h(r)ej2πfrdr

∫ +∞

−∞
RX(u)e−j2πfudu = H⋆(f)SX(f).

La démonstration de SY X(f) = H(f)SX(f) est similaire.

7. Le filtrage d’un bruit blanc de densité spectrale N0/2 par ce filtre passe-bas idéal de largeur
de bande 2B produit un processus dont la densité spectrale de puissance est

SY (f) =
{
N0/2 si |f | ≤ B
0 sinon |f | > B

En prenant la transformée de Fourier inverse de cette fonction, on trouve RY (τ) =
N0B

sin(2πBτ)
2πBτ .

8. Méthode 1 : On calcule directement RY (τ) :
RY (τ) = E[X(t)X(t− τ)] − E[X(t)X(t− τ − d)] − E[X(t− d)X(t− τ)]

+E[X(t− d)X(t− τ − d)]
= 2RX(τ) − (RX(τ + d) +RX(τ − d)) = A2 cos(ω0τ) (1 − cos(ω0d))

Méthode 2 : on passe par le domaine spectral. En effet, Y est la réponse du système linéaire
de transmittance H(f) = 1−exp(−2πjfd) au signal d’entrée X. Par conséquent, sa densité
spectrale est

SY (f) = (1 − exp(−2πjfd))(1 − exp(2πjfd))SX(f) = 2(1 − cos(2πfd))SX(f)
et comme

SX(f) = A2 (δ(f − ω0/2π) + δ(f + ω0/2π)) /4,
on trouve finalement

SY (f) = A2 (1 − cos(2πfd)) (δ(f − ω0/2π) + δ(f + ω0/2π)) /2
= A2 (1 − cos(ω0d)) (δ(f − ω0/2π) + δ(f + ω0/2π)) /2

dont la transformée de Fourier inverse est RY (τ) = A2 (1 − cos(ω0d)) cos(ω0τ).

9. (a) Remarquons que X(t) est une v.a. de Bernoulli, prenant les valeurs 0 et 1. Par
conséquent,
E[X(t)] = P (X(t) = 1) = P (X(t) = 1|X(0) = 1)P (X(0) = 1)

+P (X(t) = 1|X(0) = 0)P (X(0) = 0)
= P (Nombre pair de transitions entre 0 et t)P (X(0) = 1) +

P (Nombre impair de transitions entre 0 et t)P (X(0) = 0)
= P (Nombre pair de transitions entre 0 et t)(1/2)) +

(1 − P (Nombre pair de transitions entre 0 et t))(1/2) = 1/2
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(b) On a de même

E[X(t)X(t− τ)] = P (X(t) = 1, X(t− τ) = 1)
= P (X(t) = 1|X(t− τ) = 1)P (X(t− τ) = 1)
= P (Nombre pair de transitions entre t− τ et t)(1/2)

= 1
2

∞∑
k=0

P (Nombre de transitions entre t− τ et t est égal à 2k)

= 1
2

∞∑
k=0

(λ|τ |)2k

(2k)! e−λ|τ | = e−λ|τ |

2 ch(λ|τ |) = 1
4
(
1 + e−2λ|τ |

)

(c) CX(τ) = e−2λ|τ |/4
(d) SX(f) = 1

4 δ(f) + 1
4

λ
λ2+π2f2 .

(e) Oui, car limτ→∞CX(τ) = 0.

10. (a) Dans ce cas, on a directement P (X1 ≥ 0, X2 ≥ 0) = 1/4.
(b) La densité de probabilité jointe de X1 et X2 est

fX1X2(x1, x2) = 1
2πσ

√
1 − ρ2 exp

(
−x2

1 − 2ρx1x2 + x2
2

2σ2(1 − ρ2)

)

= 1
2π

√
det Σ

exp
(

−(1/2)[x1 x2]Σ−1
[
x1
x2

])
.

Il faut déterminer une matrice de changement de variables A diagonalisant la matrice
de covariance Σ. Le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres de cette matrice
permet d’écrire

Σ = σ2
[

1 ρ
ρ 1

]
= σ2

2

[
1 1
1 −1

] [
1 + ρ 0

0 1 − ρ

] [
1 1
1 −1

]
= ATSA

d’où un changement de variable possible est[
Y1
Y2

]
= 1√

2

[
1 1
1 −1

] [
X1
X2

]

et la densité de probabilité jointe de Y1 et Y2 devient

fY1Y2(y1, y2) = 1
2πσ

√
1 − ρ2 exp

(
−(1 − ρ)y2

1 + (1 + ρ)y2
2

2σ2(1 − ρ2)

)

= 1
2π

√
det S

exp
(

−(1/2)[y1 y2]S−1
[
y1
y2

])
.

Le domaine du plan (X1 ≥ 0, X2 ≥ 0) est transformé en (Y1 ≥ 0,−Y1 ≤ Y2 ≤ Y1).

236



(c) Il faut déterminer une matrice B de changement de variables rendant les éléments
diagonaux de la matrice S égaux. On trouve directement[

Z1
Z2

]
= 1
σ

[
1/

√
1 + ρ 0
0 1/

√
1 − ρ

] [
Y1
Y2

]

et la nouvelle matrice de covariance est la matrice identité :

S′ = BSBT = I

La densité de probabilité jointe de Z1 et Z2 est

fZ1Z2(z1, z2) = 1
2π exp

(
−z2

1 + z2
2

2

)
= 1

2π
√

det S′
exp

(
−(1/2)[z1 z2]S′−1

[
z1
z2

])
.

Le domaine du plan (Y1 ≥ 0,−Y1 ≤ Y2 ≤ Y1) est transformé en(
Z1 ≥ 0,−Z1

√
1 + ρ

1 − ρ
≤ Z2 ≤ Z1

√
1 + ρ

1 − ρ

)
.

(d) Le changement en coordonnées polaires

R =
√
Z2

1 + Z2
2

Θ = Arctg (Z2/Z1)

donne la densité de probabilité jointe (cfr ex. 4, mod 2) fRΘ(r, θ) = (r/2π) exp(−r2/2).
On peut maintenant calculer

P (X1 ≥ 0, X2 ≥ 0) = P

(
R ≥ 0,− Arctg

√
1 + ρ

1 − ρ
≤ Θ ≤ Arctg

√
1 + ρ

1 − ρ

)

= 1
π

Arctg
√

1 + ρ

1 − ρ
.

11. (a) A partir de l’exercice 10, on a

RY (τ) = a2P (Y (t) = Y (t− τ)) − a2P (Y (t) = −Y (t− τ))
= a2 (2P (Y (t) = Y (t− τ)) − 1)
= a2 (2P (X(t) ≥ 0, X(t− τ) ≥ 0) + 2P (X(t) < 0, X(t− τ) < 0) − 1)
= a2 (4P (X(t) ≥ 0, X(t− τ) ≥ 0) − 1)

= a2
(

4
π

Arctg
√
RX(0) +RX(τ)
RX(0) −RX(τ) − 1

)
(53)

= 2a2

π
Arcsin RX(τ)

RX(0) (54)
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La dernière simplification est obtenue par des manipulations trigonométriques simples
mais fastidieuses, en écrivant l’égalité (53) comme

tan
(
π

4
RY (τ)
a2 + π

4

)
=
√
RX(0) +RX(τ)
RX(0) −RX(τ)

en élevant ensuite les deux membres de cette équation au carré,

sin2
(

π
4

RY (τ)
a2 + π

4

)
cos2

(
π
4

RY (τ)
a2 + π

4

) = RX(0) +RX(τ)
RX(0) −RX(τ)

et en remplaçant cos2(·) par (1 − cos(2·))/2 et sin2(·) par (1 + cos(2·))/2, et en
réarrangeant les termes,

RX(τ) = RX(0) cos
(
π

2
RY (τ)
a2 + π

2

)
= RX(0) sin

(
π

2
RY (τ)
a2

)
et on trouve finalement (54).

(b) Cette propriété découle directement du fait que X est un processus gaussien tel
que µX = µY = 0 et RX(τ) = RX(0) sin((π/2a2)RY (τ)). Par conséquent, la seule
connaissance de la moyenne de Y , de la fonction d’auto-corrélation de Y et de la
variance de X permet de retrouver la moyenne et la fonction d’auto-corrélation de X,
et de là, toutes les distributions jointes de n’importe quel ordre, car on sait que X est
un processus gaussien.

12. (a) Comme X(t) = X(t+ T ) on a directement

RX(τ) = E[X(t)X(t− τ)] = E[X(t+ T )X(t− τ)] = RX(τ + T ).

(b) Soit Y (t) = X(t+ T ) −X(t). Alors µY = E[Y (t)] = 0 et

σ2
Y = E[(X(t+ T ) −X(t))2] = RX(0) − 2RX(T ) +RX(0) = 0

de sorte que l’inégalité de Tchebytcheff entraîne que pour tout ε > 0,

P (|X(t+ T ) −X(t)| ≥ ε) = P (|Y (t) − µY | ≥ ε) = 0.

13. D’après l’ex. 12, Y (t) est périodique de période 2π/ω vu que X(t) l’est aussi. On peut donc
se restreindre au calcul de RY (τ) pour 0 ≤ τ < 2π/ω. Dans ce cas on trouve

P (X(t) ≥ 0, X(t− τ) ≥ 0) = P (sin(ωt+ Φ) ≥ 0, sin(ω(t− τ) + Φ) ≥ 0)
= P (2kπ ≤ ωt+ Φ ≤ (2k + 1)π pour un certain k ∈ Z,
2lπ ≤ ω(t− τ) + Φ ≤ (2l + 1)π pour un certain l ∈ Z)

= P (2kπ ≤ ωt+ Φ ≤ (2k + 1)π pour un certain k ∈ Z,
2lπ + ωτ ≤ ωt+ Φ ≤ (2l + 1)π + ωτ pour un certain l ∈ Z).
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Deux valeurs de k donnent une valeur non nulle de cette probabilité, selon la valeur de
ωτ : k = l si 0 ≤ ωτ ≤ π et k = l + 1 si π ≤ ωτ ≤ 2π. Dans le premier cas, la probabilité
recherchée devient

P (X(t) ≥ 0, X(t− τ) ≥ 0) = P (2lπ ≤ ωt+ Φ ≤ (2l + 1)π,
2lπ + ωτ ≤ ωt+ Φ ≤ (2l + 1)π

+ωτ pour un certain l ∈ Z)
= P (2lπ + ωτ ≤ ωt+ Φ ≤ (2l + 1)π pour un certain l ∈ Z)

= (2l + 1)π − (2lπ + ωτ)
2π = π − ωτ

2π .

Dans le second cas, on trouve de manière similaire

P (X(t) ≥ 0, X(t− τ) ≥ 0) = −π + ωτ

2π .

Par conséquent

RY (τ) = a2 (4P (X(t) ≥ 0, X(t− τ) ≥ 0) − 1) = a2
(

2
∣∣∣∣1 − ωτ

π

∣∣∣∣− 1
)

pour 0 ≤ τ < 2π/ω et
RY (τ) = RY (τ − 2kπ/ω)

pour 2kπ/ω ≤ τ < 2(k + 1)π/ω.

14. Comme H(f) = 1/(1 + 2πjRCf), SVout(f) = |H(f)|2SVin(f) = N0/2(1 + 4π2R2C2f2) dont
la transformée de Fourier inverse est RVout(τ) = (N0/4RC) exp(−|τ |/RC) (Pour calculer
les transformées inverses, rappelez-vous de la décomposition en fractions simples...)

15. Appelons X ′ et Y ′ les processus à la sortie des deux filtres soumis aux entrées respectives
X et Y . Comme X et Y sont indépendants, X ′ et Y ′ le sont aussi. En supposant que leur
moyenne est nulle, on a donc

RZ(τ) = RX′(τ) +RX′Y ′(τ) +RY ′X′(τ) +RY ′(τ) = RX′(τ) +RY ′(τ)

d’où
SZ(f) = SX′(f) + SY ′(f) = |HXZ(f)|2SX(f) + |HY Z(f)|2SY (f).

Remarquons que l’hypothèse d’indépendance de X et Y n’est pas nécessaire, on peut la
remplacer par l’hypothèse de non corrélation.

16. (a) On obtient le système d’équations

S(f) +N(f) −X(f) = e(f) +N(f)

X(f) = K

2πjf (e(f) +N(f)).
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Les fonctions de transfert entre S et e d’une part, et entre N et e d’autre part,
s’écrivent donc

HSe(f) = 2πjf
K + 2πjf

HNe(f) = − K

K + 2πjf

La densité spectrale de S est la transformée de Fourier de RS(τ) = e−a|τ |, qui est (cfr
exercice 15)

SS(f) = 2a
a2 + 4π2f2 .

Comme S et N sont non corrélés, l’exercice 15 permet d’écrire que

Se(f) = |HSe(f)|2SS(f) + |HNe(f)|2SN (f)

= 4π2f2

K2 + 4π2f2
2a

a2 + 4π2f2 + K2

K2 + 4π2f2
N0
2

=
( 2a
K2 − a2 + N0

2

)
K2

K2 + 4π2f2 − 2a
K2 − a2

a2

a2 + 4π2f2

et donc que

ε = E[e2(t)] =
∫ ∞

−∞
Se(f)df = 2

∫ ∞

0
Se(f)df

= 2
( 2a
K2 − a2 + N0

2

)
K2

4π2

∫ ∞

0

df

(K/2π)2 + f2 − 4a
K2 − a2

a2

4π2

∫ ∞

0

df

(a/2π)2 + f2

=
( 4a
K2 − a2 +N0

)
K2

4π2
2π
K

[
Arctg2πf

K

]∞

0
− 4a
K2 − a2

a2

4π2
2π
a

[
Arctg2πf

a

]∞

0

= KN0
4 + a

a+K

En dérivant cette dernière expression par rapport à K et en annulant cette expression,
on trouve que la valeur optimale de K est 2

√
a/N0 − a.

(b) Il faut que K > 0 pour la stabilité du système, ce qui impose d’avoir N0/2 < 2/a.

17. En conditionnant la fonction caratéristique ΦX sur F , on obtient

ΦX (ω1, . . . , ωn) = ΦX |F =f1
(ω1, . . . , ωn|F = f1)P (F = f1)

+ΦX |F =f2
(ω1, . . . , ωn|F = f2)P (F = f2)

= ΦX |F =f1
(ω1, . . . , ωn|F = f1)p+ ΦX |F =f2

(ω1, . . . , ωn|F = f2)(1 − p)

Maintenant, ΦX |F =fi
(ω1, . . . , ωn|F = fi) est la fonction caratéristique du nième ordre du

processus X(t) = a sin(2πfit+ Φ), dont on a vu (page 46) qu’il est SSS. Par conséquent

ΦX(t1)...X(tn)|F =fi
(ω1, . . . , ωn|F = fi) = ΦX(t1+c)...X(tn+c)|F =fi

(ω1, . . . , ωn|F = fi)
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et donc

ΦX(t1)...X(tn)(ω1, . . . , ωn) = pΦX(t1)...X(tn)|F =f1(ω1, . . . , ωn|F = f1)
+(1 − p)ΦX(t1)...X(tn)|F =f1(ω1, . . . , ωn|F = f2)

= pΦX(t1+c)...X(tn+c)|F =f1(ω1, . . . , ωn|F = f1)
+(1 − p)ΦX(t1+c)...X(tn+c)|F =f1(ω1, . . . , ωn|F = f2)

= ΦX(t1+c)...X(tn+c)(ω1, . . . , ωn)

ce qui montre que X(t) est lui-même SSS.

18. (a) On reprend l’équation (56) en fixant γ = 0 :

Pe = (1 − p)
∫ ∞

0
fZ|A=−1(z|An = −1)dz + p

∫ 0

−∞
fZ|A=1(z|An = 1)dz

= 1√
πN0/T

[
(1 − p)

∫ ∞

0
exp

(
−(z + a)2

N0/T

)
dz + p

∫ 0

−∞
exp

(
−(z − a)2

N0/T

)
dz

]

= 1√
π

[
(1 − p)

∫ ∞

a/
√

N0/T
exp

(
−ξ2

)
dξ + p

∫ −a/
√

N0/T

−∞
exp

(
−ξ2

)
dξ

]

= 1√
π

∫ ∞

a/
√

N0/T
exp

(
−ξ2

)
dξ.

Par conséquent, la probabilité d’erreur reste inchangée si p ̸= 0 mais que le seuil γ est
fixé a priori à la valeur 0 :

Pe = 1
2 erfc

(√
Eb

N0

)
= Q

(√
2Eb

N0

)
. (55)

Remarquons toutefois que ce seuil γ = 0 n’est plus optimal : à moins que p = 1/2, il
existe des valeurs de γ qui auraient amené une valeur plus faible de Pe.

(b) Comme la valeur la plus élevé de Pe est atteinte pour p = 1/2, comme montré ci-dessus,
on peut toujours garantir cette valeur quelle que soit p, en prenant γ = 0.

(c) Par inspection de la figure 4, page 63, pour obtenir une probabilité d’erreur inférieure
à 10−6, il faut que Eb/N0 soit supérieur à environ 10.5 dB. Comme il était à environ
7 dB pour une probabilité d’erreur de 10−3, il faut trouver 3.5 dB. Doubler T revient
à augmenter Eb/N0 de 10 log 2 ≈ 3dB, ce qui n’est pas suffisant. Par contre, doubler
a revient à augmenter Eb/N0 de 10 log 4 ≈ 6dB, ce qui est largement suffisant.
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Module 4

1. (a) An auto-regressive process (AR) of order 1 has the form X(n) = −a1X(n− 1) +U(n)
where U(n) is white noise (U(n) = X(n) + a1X(n − 1)). To show that the given
process is AR of order 1, it suffices to find a1 such that U(n) is white noise. We Start
by calculating the Spectral density function :

ŜX(z) =
+∞∑

k=−∞
RX(k)z−k = σ2

+∞∑
k=−∞

α|k|z−k

= σ2

 0∑
k=−∞

α−kz−k +
∞∑

k=0
αkz−k − 1

 = σ2
[ ∞∑

k=0
(αz)k +

∞∑
k=0

(
α

z

)k

− 1
]

= σ2
[ 1

1 − αz
+ 1

1 − αz−1 − 1
]

= σ2 (1 − α2)
(1 − αz)(1 − αz−1) .

Now we calculate the Spectral density function of U(n). We can write U(n) =
H(n) ∗X(n) where H(n) = δ(n) + a1δ(n− 1). We have

ŜU (z) = Ĥ(z)Ĥ(1/z)ŜX(z) = (1 + a1z
−1)(1 + a1z)ŜX(z) = σ2 (1−α2)(1+a1z)(1+a1z−1)

(1−αz)(1−αz−1) .

The property of white noise is that its spectral density function is a constant. Therefore,
by choosing a1 = −α, the dependency of ŜU (z) to z disappears and we have ŜU (z) =
σ2(1 − α2). The energy of of the white noise U(n) is thus σ2(1 − α2).

(b) Factorisons ŜX(z) = σ2(1 − α2)B̂(z)B̂(z−1), avec

B̂(z) = 1
1 − αz−1 .

En développant B̂(z) en série, on trouve

B̂(z) =
+∞∑
k=0

(αz−1)k =
+∞∑
k=0

αkz−k,

ce qui est bien la fonction de transfert d’un filtre MA d’ordre ∞ avec les coefficients
bk = αk pour k ∈ N.

(c) Oui, car CX(k) = RX(k) − 0 = σ2α|k| tend vers zéro quand k → ∞.

2. (a) On a

ŜY (z) = Ĥ(z)Ĥ(z−1)ŜX(z) = (1 + βz−1)(1 + βz)σ2 (1 − α2)
(1 − αz)(1 − αz−1)

= σ2(1 − α2) (1 + βz−1)(1 + βz)
(1 − αz)(1 − αz−1)

d’où en prenant z = exp(2πjf)

SY (f) = σ2(1 − α2)(1 + β2 + 2β cos(2πf))
1 + α2 − 2α cos(2πf) .
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(b) β = −α.

3. On établit à partir de X(n) = ∑m
k=0 bkU(n − k) et du fait que E[U(n − l1)U(n − l2)] =

σ2
Uδ(l1 − l2) que

RX(k) =
m∑

l1=0

m∑
l2=0

bl1bl2E[U(n− l1)U(n− k − l2)] = σ2
U

m∑
l1=0

m∑
l2=0

bl1bl2δ(l1 − l2 − k)

= σ2
U

m∑
l1=0

m∑
l2=0

bl1bl1−kδ(l1 − l2 − k) = σ2
U

m∑
l1=k

m∑
l2=0

bl1bl1−kδ(l1 − l2 − k)

= σ2
U

m∑
l1=k

bl1bl1−k = σ2
U

m−k∑
l=0

blbl+k.

pour 0 ≤ k ≤ m. Par conséquent, on obtient en prenant k ∈ Z

RX(k) =
{
σ2

U

∑m−|k|
l=0 blbl+|k| for |k| ≤ m

0 for |k| > m

4. (a) On calcule E[R̂′
X(k)] = RX(k) et E[R̂′′

X(k)] = (1 − |k|/m)RX(k).
(b) On calcule, en se souvenant des propriétés des moments d’ordre supérieurs de v.a.

gaussiennes,

V AR[R̂′
X(k)] = E[(R̂′

X(k) −RX(k))2]

= E


 1
m− |k|

m∑
n=|k|+1

(X(n)X(n− k) −RX(k))

2


= 1
(m− |k|)2

m∑
n=|k|+1

m∑
p=|k|+1

(
E[X(n)X(n− k)X(p)X(p− k)] −R2

X(k)
)

= 1
(m− |k|)2

m∑
n=|k|+1

m∑
p=|k|+1

(
R2

X(k) +R2
X(n− p)

+RX(n− p+ k)RX(n− p− k) −R2
X(k)

)
= 1

(m− |k|)2

m∑
n=|k|+1

m∑
p=|k|+1

(
R2

X(n− p) +RX(n− p+ k)RX(n− p− k)
)
.

Posons l = n− p et q = n+ p. Alors, comme |k| + 1 ≤ n, p ≤ m, on a −m+ |k| + 1 ≤
l ≤ m− |k| − 1. D’autre part, regardons pour chaque valeur possible prise par l entre
ces deux limites, les valeurs que n, p et finalement q peuvent prendre. On a le tableau
suivant :
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Valeur(s) de l ... de n ... de p ... de q Nombre de
valeurs de q

−m+ |k| + 1 |k| + 1 m m+ |k| + 1 1
−m+ |k| + 2 |k| + 1 ou |k| + 2 m− 1 ou m m+ |k|,m+ |k| + 2 2

...
...

0 |k| + 1, . . . ,m |k| + 1, . . . ,m 2|k| + 2, 2|k| + 4, . . . , 2m m− |k|
...

...
m− |k| − 2 m− 1 ou m |k| + 1 ou |k| + 2 m+ |k|,m+ |k| + 2 2
m− |k| − 1 m |k| + 1 m+ |k| + 1 1

dont on déduit que pour une valeur de l fixée entre −m+ |k| + 1 et m− |k| − 1, il y a
m− |k| − |l| valeurs que q peut prendre. Par conséquent, la double somme sur n et p
devient

V AR[R̂′
X(k)] = 1

(m− |k|)2

m−|k|−1∑
l=−m+|k|+1

(m− |k| − |l|)
(
R2

X(l) +RX(l + k)RX(l − k)
)

= 1
(m− |k|)2

m−|k|∑
l=−m+|k|

(m− |k| − |l|)
(
R2

X(l) +RX(l + k)RX(l − k)
)
.

Comme R̂′′
X(k) = (1 − |k|/m)R̂′

X(k), V AR[R̂′′
X(k)] = (1 − |k|/m)2V AR[R̂′

X(k)].
(c) Le premier estimateur n’est pas biaisé au contraire du second, mais la variance du

second est toujours plus petite que celle du premier, et tend vers 0 lorsque le nombre
d’échantillons m → ∞ même si k → m au contraire de la variance du premier. Par
exemple, si |k| = m− 1, on a :

V AR[R̂′
X(k)] = R2

X(0) +RX(k)RX(−k) = R2
X(0) +R2

X(k)

V AR[R̂′′
X(k)] = 1

m2

(
R2

X(0) +R2
X(k)

)
.

Enfin, si Â est un estimateur de a, de moyenne µÂ et de variance σ2
Â

, on montre de
manière génrérale que l’erreur quadratique moyenne entre Â et a est

ε = E[(Â− a)2] = E[((Â− µÂ) + (µÂ − a))2]
= E[(Â− µÂ)2] + 2E[Â− µÂ](µÂ − a) + (µÂ − a)2 = σ2

Â
+ (µÂ − a)2

Ici on a donc

ε′(k) = V AR[R̂′
X(k)]

ε′′(k) = V AR[R̂′′
X(k)] + k2

m2R
2
X(k).

La différence entre les deux erreurs quadratiques devient d’autant plus importante si
|k| prend de grandes valeurs. Par exemple, si |k| = m− 1, on a

ε′(k) = R2
X(0) +R2

X(k)

ε′′(k) = 1
m2R

2
X(0) + (m− 1)2 + 1

m2 R2
X(k).
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Pour de grandes valeurs de k et de m, R2
X(k) a une faible valeur pour un grand nombre

de processus, et donc ε′′(k) est petite, mais pas ε′(k).

5. (a) X2(n) et X3(n), n ∈ N0, sont WSS, mais pas X1(n). En effet, on calcule que les
moyennes des trois processus sont nulles, et que pour tout n1, n2 ∈ N0

RX1(n1, n2) = 1
2E[A2] (cos(2πf(n1 − n2)) − cos(2πf(n1 + n2) + 2φ)) ̸= RX1(n1 − n2)

RX2(n1, n2) = a2

2 cos(2πf(n1 − n2))

RX3(n1, n2) = a2

2 E[cos(2πF (n1 − n2))] − a2

2 E[cos(2πF (n1 + n2) + 2φ)]

= a2

2

∫ 1

0
cos(2πf(n1 − n2))df − a2

2

∫ 1

0
cos(2πf(n1 + n2) + 2φ)df

= a2

2
sin(2π(n1 − n2))

2π(n1 − n2) − a2

2
sin(2π(n1 + n2) + 2φ) − sin(2φ)

2π(n1 + n2)

= a2

2
sin(2π(n1 − n2))

2π(n1 − n2) = a2

2 δ(n1 − n2)

La dernière ligne est obtenue en remarquant que les seules valeurs de n1 et n2 ∈ N0
amenant une contribution non nulle sont n1 = n2. Remarquons que si n avait pu
prendre des valeurs Remarquons que si on avait laissé prendre n des valeurs négatives
ou nulles, on n’aurait plus le même résultat (le processus X3(n) ne serait d’ailleurs
plus WSS).

(b) On trouve

fX1(n)(x1;n) =
{

1/2| sin(2πfn+ φ)| si |x1| ≤ | sin(2πfn+ φ)|
0 sinon.

Comme à l’exercice 11 du module 1,

fX2(n)(x2;n) = 1/(π
√
a2 − x2

2),

avec |x2| < a.
Finalement, il y a 2n racines solutions de x3 = g(f) = a sin(2πnf + φ), et la pente en
valeur absolue en chacune d’elle est |g′| = a2πn| cos(2πnf + φ)| = 2πn

√
a2 − x2

3 d’où

fX3(n)(x3;n) = 2n
2πn

√
a2 − x2

3

= 1
π
√
a2 − x2

3

avec |x3| < a.
(c) Les transformations trigonométriques suivantes sont utilisées :

sin2(2πfn+ φ) sin(2πfm+ φ) = [1 − cos(4πfn+ 2φ)] sin(2πfm+ φ)/2
= sin(2πfm+ φ)/2 + sin(2πf(2n−m) + φ)/4

− sin(2πf(2n+m) + 3φ)/4.
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On trouve

E[X2
1 (n)X1(m)] = E[A3] sin2(2πfn+ φ) sin(2πfm+ φ) = 0

E[X2
2 (n)X2(m)] = a3

4 [E[sin(2πfm+ Φ)] + E[sin(2πf(2n−m) + Φ)]

−E[sin(2πf(2n+m) + 3Φ)]]
= 0

E[X2
3 (n)X3(m)] = a3

4 [2E[sin(2πFm+ φ)] + E[sin(2πF (2n−m) + φ)]

−E[sin(2πF (2n+m) + 3φ)]]

= a3

4

[
2
∫ 1

0
sin(2πfm+ φ)df +

∫ 1

0
sin(2πf(2n−m) + φ)df

−
∫ 1

0
sin(2πf(2n+m) + 3φ)df

]
= a3

4
[
0 + δ(2n−m) sin(φ) + 0

]
= a3

4 δ(2n−m) sin(φ).

A nouveau, la dernière ligne est obtenue en remarquant que la seconde intégrale
est non nulle seulement si 2n = m. En effet, dans ce cas, on intègre simplement la
constante sin(φ).

(d) X1(n) n’est pas WSS donc n’est pas SSS. Comme

E[X2
3 (n)X3(m)] = a3δ(2n−m)/4 ̸= a3δ(2n−m+ c)/4 = E[X2

3 (n+ c)X3(m+ c)]

pour tout c ∈ N0, X3(n) ne peut être SSS. Enfin, en utilisant les fonctions caractéris-
tiques, on a

ΦX2(n1)...X2(nm)(ω1, . . . , ωm) = E[exp[j
m∑

k=1
ωkX2(nk)]] = E[exp[j

m∑
k=1

ωk sin(2πfnk + Φ)]]

= (1/2π)
∫ 2π

0
exp[j

m∑
k=1

ωk sin(2πfnk + φ)]dφ

= (1/2π)
∫ 2π−2πfc

−2πfc
exp[j

m∑
k=1

ωk sin(2πf(nk + c) + ψ)]dψ

= (1/2π)
∫ 2π

0
exp[j

m∑
k=1

ωk sin(2πf(nk + c) + ψ)]dψ

= E[exp[j
m∑

k=1
ωkX2(nk + c)]]

= ΦX2(n1+c)...X2(nm+c)(ω1, . . . , ωm)

d’où quels que soient c et m ∈ N0

fX2(n1)...X2(nm)(x1, . . . , xm;n1, . . . , nm) = fX2(n1+c)...X2(nm+c)(x1, . . . , xm;n1+c, . . . , nN +c)

ce qui montre que X2(n) est SSS.
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6. Comme RX(k) = σ2
Xδ(k), les équations de Wiener-Hopf se réduisent à h(k) = RDX(k)/σ2,

avec k ∈ N.

7. Comme on a vu à l’exercice 2,

SS(f) = (1 − α2)σ2
S

1 + α2 − 2α cos(2πf) ,

tandis que SN (f) = σ2
N . Comme SX(f) = SS(f) + SN (f) et SDX(f) = SSX(f) = SS(f),

H(f) = SS(f)
SS(f) + SN (f) = (1 − α2)σ2

S

(1 − α2)σ2
S + (1 + α2 − 2α cos(2πf))σ2

N

.

8. On calcule

ReX(k) = E[e(n)X(n− k)] = E

D(n) −
∞∑

l=−∞
h(l)X(n− l)

X(n− k)


= E[D(n)X(n− k)] −

∞∑
l=−∞

h(l)E[X(n− l)X(n− k)]

= RDX(k) −
∞∑

l=−∞
h(l)RX(k − l) = 0.

Ce calcul donne une interprétation géométrique de l’algorithme de Wiener. En effet,
l’espérance E[e(n)X(n− k)] peut être définie comme le produit scalaire du signal e(n) par
l’entrée X(n− k). Les coefficients du filtre optimal {h(k)} sont dès lors ceux pour lesquels
ces deux signaux sont orthogonaux quel que soit k ∈ Z. Il y a donc équivalence entre les
critères des moindres carrés (erreur quadratique moyenne minimale) et d’orthogonalité
entre l’erreur et le signal d’entrée.

9. Le processus X(n) = S(n)+S(n−1) est la sortie d’un filtre de transmittance G(z) = 1+z−1,
soumis à au processus d’entrée {S(n), n ∈ Z}. Le processus {D(n), n ∈ Z} est le même que
{S(n), n ∈ Z}.

(a) La transmittance du filtre de Wiener est

H(z) = SDX(z)
SX(z) = SSX(z)

SX(z) = G(z−1)SS(z)
G(z)G(z−1)SS(z) = 1

G(z) = 1
1 + z−1 ,

et sa réponse impulsionelle est donc

h(n) = (−1)n
1{n≥0} =

{
(−1)n si n ≥ 0
0 si n < 0.

(b) Non, il s’agit du filtre inverse de G(z).
(c) On peut calculer que Y (z) = H(z)X(z) = H(z)G(z)S(z) = S(z) et donc Y (n) = S(n)

pour tout n ∈ Z d’où {e(n), n ∈ Z} ≡ 0 et ε = 0.
(d) Oui, car h(n) = 0 si n < 0.
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Module 5

1. En utilisant la fonction génératrice GN (z; t) = ∑∞
n=0 pn(t)zn, et en sommant toutes les

équations de Kolmogorov (1) et (2) multipliées par zn pour tout n ≥ 0, on peut mettre ces
dernières sous la forme

dGN (z; t)
dt

= λ(z − 1)GN (z; t)

avec la condition initiale GN (z; 0) = 1. On retrouve alors tous les résultats connus.

2. Supposons t1 ≤ t2. Alors

RN (t1, t2) = E[N(t1)N(t2)] = E[N(t1)(N(t1) + (N(t2) −N(t1)))]
= E[N2(t1)] + E[N(t1)(N(t2) −N(t1))]
= E[N2(t1)] + E[N(t1)]E[(N(t2) −N(t1))]
= E[N2(t1)] + E[N(t1)]E[(N(t2 − t1))]
= λ2t21 + λt1 + λt1(λ(t2 − t1)) = λ2t1t2 + λt1

On répète le même raisonnement dans le cas où t1 ≤ t2, et on établit la propriété.

3. Première méthode, en utilisant le théorème des probabilités totales et la formule du binôme :

P (N(t) = n) = P (N1(t) +N2(t) = n)

=
n∑

k=0
P (N2(t) = n− k|N1(t) = k)P (N1(t) = k)

=
n∑

k=0
P (N2(t) = n− k)P (N1(t) = k)

=
n∑

k=0
e−λ2t (λ2t)n−k

(n− k)! e
−λ1t (λ1t)k

k!

= e−(λ1+λ2)t t
n

n!

n∑
k=0

n!
(n− k)!k! λ

k
1λ

n−k
2 = e−(λ1+λ2)t ((λ1 + λ2)t)n

n! .

Deuxième méthode, en utilisant les fonctions génératrices :

GN (z; t) = E[zN(t)] = E[zN1(t)+N2(t)] = E[zN1(t)]E[zN2(t)] = GN1(z; t)GN2(z; t)
= eλ1t(z−1) eλ2t(z−1) = e(λ1+λ2)t(z−1)

qui est la fonction génératrice de probabilité d’une v.a. de Poisson d’intensité λ1 + λ2, d’où

P (N(t) = n) = e−(λ1+λ2)t ((λ1 + λ2)t)n

n! .

Donc l’hypothèse H2’ définissant (Définition 5.2) un processus de Poisson est vérifiée. L’hy-
pothèse H1’ l’est également car le processus N1(t)+N2(t) est à accroissements indépendants
dès lors que chaque processus N1 et N2 l’est.
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4. (a) En dérivant

FS(n)(s;n) = P (S(n) ≤ s) = P (N(s) ≥ n) =
∞∑

k=n

e−λs (λs)k

k!

par rapport à s on obtient

fS(n)(s;n) = −λe−λs
∞∑

k=n

(λs)k

k! + e−λs
∞∑

k=n

kλksk−1

k!

= λe−λs

(
−

∞∑
k=n

(λs)k

k! +
∞∑

k=n

(λs)k−1

(k − 1)!

)

= λe−λs

−
∞∑

k=n

(λs)k

k! +
∞∑

k=n−1

(λs)k

k!

 = λe−λs (λs)n−1

(n− 1)!

(b) La solution la plus simple est d’utiliser les fonctions caractéristiques d’une v.a. expo-
nentielle. En effet S(n) = T (0) + T (1) + . . .+ T (n− 1), et la fonction caractéristique
de la somme de n v.a. exponentielles indépendantes est le produit de leur fonctions
caractéristiques, c’est-à-dire

ΦS(n)(ω;n) =
(

λ

λ− jω

)n

ce qui montre que S(n) est une v.a. Gamma de paramètres (λ, n), dont la densité de
probabilité est

fS(n)(s;n) = 1
2π

∫ ∞

−∞
e−jωsΦS(n)(ω;n)dω = λ(λs)n−1e−λs

(n− 1)! .

5. P (N(t′) = 1|N(t) = 1) = t′/t.

6. (a) La propriété d’une v.a. exponentielle d’être sans mémoire entraîne que

E[T |T ≥ a] = E[T ] + a = 1 + a.

(b) Comme

P (T ≤ t|T ≥ a) = P (a ≤ T ≤ t)
P (T ≥ a) =


0 si t ≤ a
(t− a)/(2 − a) si a < t < 2
1 si t ≥ 2

on a
fT |T ≥a(t|T ≥ a) =

{
1/(2 − a) si a < t < 2
0 sinon

d’où
E[T |T ≥ a] = 1

2 − a

∫ 2

a
tdt = 4 − a2

2(2 − a) = 1 + a/2.
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Supposons que T représente l’arrivée d’un événement, dont on sait qu’il ne se produira
qu’après a secondes. Dans les deux cas, l’espérance a priori de T est de 1 seconde.
Plaçons-nous à l’instant a. On remarque que dans le cas d’une v.a. exponentielle, le fait
de savoir qu’il s’est déjà écoulé a secondes avant l’arrivée ne change en rien l’espérance
du temps d’attente résiduel, qui reste d’une seconde à partir de cet instant : c’est dû
à l’absence de mémoire de la v.a. exponentielle. Par contre, dans le cas uniforme, le
fait de savoir que l’arrivée aura lieu après a secondes réduit l’incertitude sur le temps
qu’il reste à attendre : l’arrivée se fait plus imminente ; l’espérance du temps d’attente
résiduel n’est plus que de 1 + a/2 − a = 1 − a/2 secondes, ce qui est dans tous les cas
inférieur à 1.

7. Calculons FT (t) = P (T ≤ t) :

P (T ≤ t) = P (min{T1, T2} ≤ t) = 1 − P (min{T1, T2} > t) = 1 − P ({T1 > t} ∩ {T2 > t})
= 1 − P (T1 > t)P (T2 > t) = 1 − e−λ1te−λ2t = 1 − e−(λ1+λ2)t

dont on déduit que

fT (t) =
{

(λ1 + λ2)e−(λ1+λ2)t si t ≥ 0
0 si t < 0

ce qui montre que T est distribuée exponentiellement, avec une intensité (paramètre)
(λ1 + λ2).

8. Soit T la v.a. décrivant le temps écoulé entre l’arrivée du premier étudiant et le départ du
second, et soient T1 et T2 les v.a. décrivant les durées respectives du premier et du second
entretien, qui sont donc deux v.a. exponentielles d’intensité 1/30 (min−1). Remarquons
que T = 5 + T2 si le premier entretien dure moins de 5 minutes, et que T = T1 + T2 sinon.
Ceci nous amène à appliquer le théorème des probabilités totales et à utiliser la propriété
d’absence de mémoire des v.a. exponentielles pour obtenir

E[T ] = 5 + E[T2] + E[T1]P (T1 > 5) = 35 + 30 exp(−1/6) ≈ 60.39 min.

9. C’est exactement le même exercice que le précédent, si on remplace le prof. par un réseau
CSMA/CD et les étudiants par les fichiers (cette analogie n’etant bien entendu valable que
pour le raisonnement mathématique...). Avec les valeurs numériques, on trouve alors

E[T ] = 1 + E[T2] + E[T1]P (T1 > 1) = 3 + 2 exp(−1/2) ≈ 4.21 sec.

10. (a) E[N̂(t)|N(t) = n] = ∑n
m=1E[Am] = nµA, d’où

E[N̂(t)] =
∞∑

n=0
E[N̂(t)|N(t) = n]P (N(t) = n) = µA

∞∑
n=0

nP (N(t) = n)

= µAE[N(t)] = µAλt.
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(b) On a de même

E[N̂2(t)|N(t) = n] =
n∑

m=1

n∑
l=1

E[AmAl] =
n∑

m=1
E[A2

m] +
n∑

m=1

n∑
l=1,l ̸=m

E[AmAl],

=
n∑

m=1
(µ2

A + σ2
A) +

n∑
m=1

n∑
l=1,l ̸=m

µ2
A = nσ2

A + n2µ2
A

d’où

E[N̂2(t)] =
∞∑

n=0
E[N̂2(t)|N(t) = n]P (N(t) = n) = σ2

AE[N(t)] + µ2
AE[N2(t)]

= σ2
Aλt+ µ2

A(λt+ λ2t2).

(c) Supposons t1 ≤ t2. Alors

RN̂ (t1, t2) = E[N̂(t1)(N̂(t1) + (N̂(t2) − N̂(t1)))]
= E[N̂2(t1)] + E[N̂(t1)(N̂(t2) − N̂(t1))]
= E[N̂2(t1)] + E[N̂(t1)]E[(N̂(t2) − N̂(t1))]
= E[N̂2(t1)] + E[N̂(t1)]E[(N̂(t2 − t1))]
= µ2

Aλ
2t21 + (σ2

A + µ2
A)λt1 + µAλt1(µAλ(t2 − t1))

= µ2
Aλ

2t1t2 + (σ2
A + µ2

A)λt1

On répète le même raisonnement dans le cas où t1 ≤ t2, et on établit la propriété.

11. On remarque tout d’abord que

X̂δ(t) =
dX̂1R+

0

dt
(t) = dN̂

dt
(t),

et le lemme 1 entraîne que

µX̂δ
(t) = E[X̂δ(t)] = d

dt
E[N̂(t)] = µAλ

RX̂δ
(t1, t2) =

∂2RN̂

∂t1∂t2
(t1, t2) = ∂2

∂t1∂t2
(µ2

Aλ
2t1t2 + (σ2

A + µ2
A)λmin(t1, t2))

= ∂

∂t1
(µ2

Aλ
2t1 + (σ2

A + µ2
A)λ1R+

0
(t1 − t2)) = µ2

Aλ
2 + (σ2

A + µ2
A)λδ(t1 − t2),

ce qui montre que le processus X̂δ(t) est WSS (On s’en serait douté). Par conséquent il
possède une densité spectrale de puissance qui vaut

SX̂δ
(f) = µ2

Aλ
2δ(f) + (σ2

A + µ2
A)λ.
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Le processus X̂h(t), avec une forme générale de pulse h(t) (on suppose seulement que qu’elle
est absolument intégrable), est obtenu en convoluant le processus X̂δ(t) avec h(t). On peut
appliquer le théorème 2 du module 3 pour obtenir

SX̂h
(f) = |H(f)|2SX̂δ

(f) = µ2
Aλ

2H2(0)δ(f) + (σ2
A + µ2

A)λ|H(f)|2.

En prenant la transformée de Fourier inverse on trouve

RX̂h
(τ) = µ2

Aλ
2H2(0) + (σ2

A + µ2
A)λ

∫ ∞

−∞
|H(f)|2e2πjfτdf.

De même, µX̂h
= µAλH(0), tandis que

σ2
X̂h

= RX̂h
(0) − µ2

X̂h
= λ(µ2

A + σ2
A)
∫ ∞

−∞
|H(f)|2df.

12. Méthode longue :

(a) E[X(t)] = E[N(t+ T )] − E[N(t)] = λ(t+ T ) − λt = λT .
(b) On a

E[X(t)X(t+ τ)] = E[N(t)N(t+ τ)] − E[N(t+ T )N(t+ τ)]
−E[N(t)N(t+ T + τ)] + E[N(t+ T )N(t+ T + τ)]. (56)

Pour un processus de Poisson N(t), E[N(t1)N(t2)] = λ2t1t2 + λmin{t1, t2}. Dès lors,

E[N(t)N(t+ τ)] =
{
λ2t(t+ τ) + λ(t+ τ) si τ ≤ 0
λ2t(t+ τ) + λt si τ ≥ 0

E[N(t+ T )N(t+ τ)] =
{
λ2(t+ T )(t+ τ) + λ(t+ τ) si τ ≤ T
λ2(t+ T )(t+ τ) + λ(t+ T ) si τ ≥ T

E[N(t)N(t+ T + τ)] =
{
λ2t(t+ T + τ) + λ(t+ T + τ) si τ ≤ −T
λ2t(t+ T + τ) + λt si τ ≥ −T

E[N(t+ T )N(t+ T + τ)] =
{
λ2(t+ T )(t+ T + τ) + λ(t+ T + τ) si τ ≤ 0
λ2(t+ T )(t+ T + τ) + λ(t+ T ) si τ ≥ 0

Si τ ≤ −T , en injectant ces relations dans (56), on trouve

E[X(t)X(t+ τ)] = λ2t(t+ τ) + λ(t+ τ) − (λ2(t+ T )(t+ τ) + λ(t+ τ))
−(λ2t(t+ T + τ) + λ(t+ T + τ))
+λ2(t+ T )(t+ T + τ) + λ(t+ T + τ)

= λ2T 2

et en procédant de la sorte pour −T < τ ≤ 0, 0 < τ ≤ T et τ > T , on trouve
finalement

RX(τ) = E[X(t)X(t+ τ)] =
{
λ2T 2 + λ(T − |τ |) si |τ | ≤ T
λ2T 2 si |τ | ≥ T
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(c) Oui, à cause des deux réponses précédentes.

Méthode rapide : on constate que le processus X(t) est un bruit impulsif de Poisson, avec
un pulse rectangulaire h(t) = 1]−T,0](t) de hauteur unité et de largeur égale à T , dont la
transformée de Fourier est

H(f) = 1 − e−2πjfT

2πjf .

Par conséquent :

(a) E[X(t)] = λ
∫ T

0 ds = λT .
(b) Comme H(0) =

∫ T
0 ds = T ,

SX(f) = λ2T 2δ(f) + λ

(sin πfT
πf

)2
= λ2T 2δ(f) + λT 2sinc2(fT )

et
RX(τ) =

{
λ2T 2 + λT (1 − |τ |/T ) si |τ | ≤ T
λ2T 2 si |τ | ≥ T

(c) Oui comme tout bruit impulsif de Poisson homogène avec h(t) absolument intégrable 2.
(d) Comme N(t) est un processus de Poisson homogène, pour tout n ∈ N,

P (X(t) = n) = P (N(t+ T ) −N(t) = n) = P (N(T ) = n) = e−λT (λT )n/n!

(e) Oui, car X(t) est l’accroissement d’un processus de Poisson homogène N(t) sur
l’intervalle ]t, t− T ]. A cause de l’hypothèse H2 de la définition 1, les accroissements
d’un Processus de Poisson sont stationnaires, le processus X est lui-même SSS.

(f) Oui, car CX(τ) = 0 pour |τ | > T .

13. La limite quantique est

SNRP INquant =

(
(Ps/hν)

∫∞
−∞ h(s)ds

)2

(Ps/hν)
∫∞

−∞ h2(s)ds =
(Ps/hν)

(∫∞
−∞ h(s)ds

)2∫∞
−∞ h2(s)ds . (57)

Pour le pulse triangulaire de l’énoncé,∫ ∞

−∞
h(s)ds = h0wd

2v∫ ∞

−∞
h2(s)ds = h2

0wd

3v

d’où (57) devient
SNRP INquant = 3

4
Ps

hν

wd

v
.

2. en fait on montrer que tout bruit impulsif de Poisson homogène sur R avec h(t) absolument intégrable est
SSS
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14. Comme les arrivées de photons suivent un processus de Poisson d’intensité Ps/hν = Eb/hνT
quand un bit “1” est transmis, et qu’aucun photon ne peut arriver quand un bit “0” est
transmis,

Pe = P (aucun photon capté en T unités de temps|bit “1” transmis)P (bit “1” transmis)
+P (au moins un photon capté en T unités de temps|bit “0” transmis)P (bit “0” transmis)

= 1
2e

−Eb/hν .

15. Comme
SNRAP D = SNRP IN

F (1 − ξ) + (1/µ2
A)ξ

et que seul le dńominateur de cette expression dépend de µA, maximiser cette quantité
revient à minimiser son dénominateur. En injectant l’expression de F en fonction de µA, il
faut minimiser

(kµA + (2 − 1/µA)(1 − k))(1 − ξ) + (1/µ2
A)ξ.

En annulant la dérivée de cette expression par rapport à µA, on obtient l’équation

(k + (1/µ2
A)(1 − k))(1 − ξ) − 2(1/µ3

A)ξ = 0.

(a) Si k = 1, cette équation devient (1 − ξ) − 2(1/µ3
A)ξ = 0, dont la solution est

µA = 3
√

2ξ/(1 − ξ) = 2.

Le gain est très faible à cause du facteur d’excès de bruit élevé, et en fait une photodiode
PIN ferait (presque) aussi bien l’affaire.

(b) Si k = 0, cette équation devient (1 − ξ) − 2(1/µA)ξ = 0, dont la solution est

µA = 2ξ/(1 − ξ) = 8.

A présent, bien que les bruits impulsifs soient déjà importants, il reste intéressant
d’utiliser une photodiode APD.

16. (a) La probabilité cherchée est

P (X > x) = P (aucun autre noeud dans un disque de rayon x) = e−λπx2
.

(b) On calcule tout d’abord que fX(x) = 2λπxe−λπx2 , et ensuite que

E[X] =
∫ ∞

0
xfX(x)dx = 2λπ

∫ ∞

0
x2e−λπx2

dx = λπ

∫ ∞

−∞
x2e−λπx2

dx = 1
2
√
λ
.

Remarquons que X est une v.a. de Rayleigh.
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Module 6

1. Pour que Y (n) soit une chaîne de Markov, il faut que

P (Y (n) = y0|Y (n− 1) = y1, Y (n− 2) = y2, . . .) = P (Y (n) = y0|Y (n− 1) = y1).

Dans ce cas-ci, on calcule que P (Y (n) = 1|Y (n − 1) = 0, Y (n − 2) = 1) = 0 ̸= 1/4 =
P (Y (n) = 1|Y (n− 1) = 0), donc ce n’est pas une chaîne de Markov.

2. Comme Y (0) = 0, Y (1) peut prendre les valeurs 1 et −1, Y (2) peut prendre les valeurs
αy1 ± 1 i.e., α+ 1, α− 1, −α− 1 ou −α+ 1, . . ., Y (n) peut prendre les valeurs αyn−1 ± 1.
Posons y′

n = αyn−1 + 1 et y”n = αyn−1 − 1. Alors

P (Y (n) = y′
n|Y (n− 1) = yn−1) = 1/2

P (Y (n) = y”n|Y (n− 1) = yn−1) = 1/2
P (Y (n) ̸= y′

n, y”n|Y (n− 1) = yn−1) = 0.

Dans chaque cas P (Y (n) = yn|Y (n− 1) = yn−1, . . . , Y (0) = 0) = P (Y (n) = yn|Y (n− 1) =
yn−1), et donc Y (n) est une chaîne de Markov.

3. Si i communique avec j et si j communique avec k, il existe m,n ∈ N0 tels que p(m)
ij > 0 et

p
(n)
jk > 0. Comme pour tout n+m ∈ N,

p
(m+n)
ik =

∑
l∈S

p
(m)
il p

(n)
lk ≥ p

(m)
ij p

(n)
jk > 0

on a que i est accessible à partir de k.
De même, il existe m′, n′ ∈ N0 tels que p(m′)

ji > 0 et p(n′)
kj > 0. Comme pour tout n′ +m′ ∈ N,

p
(n′+m′)
ki =

∑
l∈S

p
(n′)
kl p

(m′)
li ≥ p

(n′)
kj p

(m′)
ji > 0.

on a que i est accessible à partir de k, et donc ces deux états communiquent.

4. Il faut résoudre cet exercice par récurrence : on vérifie aisément que pour n = 1, l’hypothèse
est vraie. On suppose ensuite qu’elle est vraie jusqu’en n, et on montre qu’elle l’est encore
en n+ 1 (c’est un simple produit de matrices 2 × 2.

5. Comme 0 < p < 1, tous les états communiquent (la chaîne est donc irréductible) et sont
récurrents positifs. Enfin la chaîne est apériodique, à cause des deux états 0 et N . Dès lors
la distribution stationnaire existe, est unique et est donnée par la solution de π⋆ = π⋆P
qu’on peut expliciter sous forme matricielle par

[π⋆
0 π⋆

1 π⋆
2 . . . π⋆

N ] = [π⋆
0 π⋆

1 π⋆
2 . . . π⋆

N ]



1 − p p 0 . . . 0
1 − p 0 p

. . . 0
0 1 − p 0 . . . ...
... . . . 0 p
0 . . . 1 − p p


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ou encore

π⋆
0 = (1 − p)π⋆

0 + (1 − p)π⋆
1

π⋆
1 = pπ⋆

0 + (1 − p)π⋆
2

π⋆
2 = pπ⋆

1 + (1 − p)π⋆
3

...
π⋆

N = pπ⋆
N−1 + pπ⋆

N .

La première équation entraîne que π⋆
1 = π⋆

0 p/(1 − p). Supposons que pour 0 ≤ k ≤ i− 1,
on ait π⋆

k = π⋆
0 (p/(1 − p))k. Alors la (i− 1)ième équation devient

π⋆
0

(
p

1 − p

)i−2
= pπ⋆

0

(
p

1 − p

)i−2
+ (1 − p)π⋆

i

d’où l’on tire que π⋆
i = π⋆

0 (p/(1 − p))i, ce qui établit la validité du résultat par récurrence
pour tout 0 ≤ i ≤ N . La somme de toutes ces probabilités valant 1, on en tire la valeur de
π⋆

0 et on obtient finalement, en posant ρ = p/(1 − p),

π⋆
i = 1 − ρ

1 − ρN+1 ρ
i

pour 0 ≤ i ≤ N .

6. (a) On a que pi,i+1 = p et quepi,i−1 = 1 − p pour i ∈ [0, N ] modN , tandis que tous les
autres pij sont nuls. On a donc bien

N∑
i=0

pij =
N∑

j=0
pij = 1

avec pij ≥ 0 pour tout 0 ≤ i, j ≤ N et la matrice est doublement stochastique.
(b) Si le nombre d’états (N + 1) est fini, la distribution

π⋆
i = 1

N + 1

est invariante car elle vérifie les conditions
N∑

i=0
π⋆

i = 1

N∑
i=0

π⋆
i pij = 1

N + 1

N∑
i=0

pij = 1
N + 1 = π⋆

j .

On a utilisé le fait que la somme des pij le long des colonnes vaut l’unité.
Si N → ∞, tous les π⋆

i → 0 et la distribution stationnaire n’existe plus. En fait les
états deviennent récurrents nuls.
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7. P1 : Une seule classe d’états récurrents positifs.
P2 : Les deux classes {1, 2} et {3, 4} sont chacune formée de deux états récurrents positifs,
l’état 5 est transitoire.

8. (a) Si X(n) est le nombre de parapluies disponibles à l’instant n, le diagramme des
transitions entre états est celui de la figure 12.

p

N-1

p

N

p

pq=1-p

2

q=1-p

0

1

01

q=1-p

Figure 12 – Problème des parapluies.

Cherchons la distribution stationnaire :

[π⋆
0 π⋆

1 π⋆
2 . . . π⋆

N ] = [π⋆
0 π⋆

1 π⋆
2 . . . π⋆

N ]



0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 0 1 − p p
0 0 1 − p p 0
...

...
0 0 1 − p 0
0 1 − p p 0 0

1 − p p 0 . . . 0 0 0


et donc

π⋆
0 = (1 − p)π⋆

N

π⋆
1 = (1 − p)π⋆

N−1 + pπ⋆
N

π⋆
2 = (1 − p)π⋆

N−2 + pπ⋆
N−1

...
π⋆

N−1 = (1 − p)π⋆
1 + pπ⋆

2

π⋆
N = π⋆

0 + pπ⋆
1.

dont la solution est

π⋆
0 = 1 − p

N + 1 − p

π⋆
i = 1

N + 1 − p
si 1 ≤ i ≤ N
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La probabilité cherchée est donc

pπ⋆
0 = p(1 − p)

N + 1 − p
.

(b) La valeur de p qui maximise pπ⋆
0 est celle qui annule

(1 − 2p)(N + 1 − p) + p(1 − p) = 0

i.e. la racine comprise entre 0 et 1 de p2 − 2(N + 1)p+ (N + 1) = 0 qui est

p = N + 1 −
√
N2 +N.

Ici N = 10 et p = 11 −
√

110 > 1/2. Donc il améliorerait en effet sa situation avec un
pays où p < 1/2. Mais il l’améliorerait encore davantage en étant moins distrait !

9. Cette chaîne est réversible, et on doit résoudre les équations de balance

π⋆
0 = qπ⋆

1

pπ⋆
i−1 = qπ⋆

i 2 ≤ i ≤ N − 1
pπ⋆

N−1 = π⋆
N

dont on tire par récurrence que

π⋆
1 = 1

q
π⋆

0

π⋆
i = p

q
π⋆

i−1 = . . . =
(
p

q

)i−1
π⋆

1 = 1
q

(
p

q

)i−1
π⋆

0 2 ≤ i ≤ N − 1

π⋆
N = pπ⋆

N−1 =
(
p

q

)N−1
π⋆

0.

Il reste à déterminer π⋆
0 par la condition de normalisation

1 =
N∑

i=0
π⋆

i = π⋆
0

(
1 + 1

q

N−1∑
i=1

(
p

q

)i−1
+
(
p

q

)N−1
)
.

Si p ̸= 1/2, cette expression devient

1 = π⋆
0

(
1 + 1

q

1 − (p/q)N−1

1 − p/q
+
(
p

q

)N−1
)

= π⋆
0

(q − p)(1 + (p/q)N−1) + 1 − (p/q)N−1

q − p

= π⋆
0

(q − p+ 1) + (q − p− 1)(p/q)N−1

q − p
= π⋆

0
2(1 − p) − 2p(p/(1 − p))N−1

1 − 2p
d’où

π⋆
0 = (1 − 2p)(1 − p)N−1

2((1 − p)N − pN )

π⋆
i = (1 − 2p)(1 − p)N−1

2p((1 − p)N − pN )

(
p

1 − p

)i

1 ≤ i ≤ N − 1

π⋆
N = (1 − 2p)pN−1

2p((1 − p)N − pN ) .
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Si p = 1/2 = q, on trouve à la place

1 = π⋆
0

(
1 + N − 1

q
+ 1

)
= π⋆

02N

d’où

π⋆
0 = 1/2N
π⋆

i = 1/N 1 ≤ i ≤ N − 1
π⋆

N = 1/2N.

10. Si p ̸= 1/2, on a hiN = ρi−1
ρN −1 avec ρ = q/p = (1 − p)/p. Donc

lim
N→∞

hiN =
{

1 − ρi si ρ < 1(p > 1/2)
0 si ρ > 1(p < 1/2)

Si p = 1/2 = q, on a hiN = i/N → 0 pour N → ∞.

11. Pour raccourcir les notations, désignons µi = µH
i{0,N} = E[H{0,N} | X(0) = i]. Il faut

calculer les solutions minimales non négatives de

µ0 = 0
µi = 1 + qµi−1 + pµi+1 1 ≤ i ≤ N − 1
µN = 0

C’est une équation aux récurrences linéaires du second ordre à coefficients constants mais
cette fois non homogène (axi+1 + bxi + cxi−1 = 1 au lieu de axi+1 + bxi + cxi−1 = 0 dans
le cas homogène). On résoud cette équation en
(i) déterminant la solution générale de l’équation homogène, qui est

µi,gen =
{
Ka +Kb(q/p)i si p ̸= q
Ka +Kbi si p = q

(ii) déterminant une solution particulière de l’équation non homogène (au flair, mais ici on
connait la réponse finale...), par exemple :

µi,part =
{

−i
q−p si p ̸= q

−i2 si p = q

(iii) additionnant les deux solutions et déterminant les constantes grâce aux conditions aux
bords :

0 = µ0 =
{
Ka +Kb si p ̸= q
Ka si p = q
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et
0 = µN =

{
Ka +Kb(q/p)N −N/(q − p) = 0 si p ̸= q
Ka +KbN −N2 si p = q

En résolvant pour Ka et Kb, on trouve finalement

µi =
{

1
p−q

(
N (q/p)i−1

(q/p)N −1 − i
)

si p ̸= q

i(N − i) si p = q

12. (a) Les probabilités de transitions non nulles sont (figure 13) pij = 1/i si 0 ≤ j < i ≤ N .

N-1

1/N

N2

1/2

0 01

1/N

1/N

1 1/2

1/N

1/(N-1)

1/(N-1)

1/(N-1)

Figure 13 – Partie de golf.

(b) Il faut calculer les solutions minimales non négatives de

µH
i0 = 0 si i = 0
µH

i0 = 1 +∑∞
j=0 pijµ

H
j0 si 1 ≤ i ≤ N

(58)

Dans notre cas, l’espérance cherchée est µH
N0.

Pour i = 1, on a directement µH
10 = 1. On montre que µH

i0 vérifie la récurrence

µH
i0 = 1 + 1

i

i−1∑
j=0

µH
j0 = 1 + 1

i

i−2∑
j=0

µH
j0 + µH

i−1,0


= 1 + 1

i

i−2∑
j=0

µH
j0 + 1 + 1

i− 1

i−2∑
j=0

µH
j0


= 1 + 1

i
+ 1
i

(
1 + 1

i− 1

) i−2∑
j=0

µH
j0 = 1

i
+ 1 +

 1
i− 1

i−2∑
j=0

µH
j0

 = 1
i

+ µH
i−1,0

et donc
µH

i0 = 1
i

+ 1
i− 1 + . . .+ 1

2 + 1.
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En particulier,

µH
N0 = 1 + 1

2 + . . .+ 1
N − 1 + 1

N
=

N∑
i=1

1
i
.

Remarquons que pour N → ∞, µH
N0 → ∞ : la probabilité d’atteindre 0 vaut toujours

l’unité, mais l’espérance du temps d’atteinte est infinie.

13. (a) On a (en détaillant toutes les étapes) :

f0 = P (X(n) = 0 pour un certain n ∈ N0 | X(0) = 0)
= P (X(n) = 0 pour un certain n ∈ N0 | X(1) = 1) (car p01 = 1)
= P (X(n) = 0 pour un certain n ∈ N | X(0) = 1) (car chaîne homogène)
= 1 − P (X(n) ≥ 1 pour tout n ∈ N | X(0) = 1)
= 1 − P (Y (n) ≥ 1 pour tout n ∈ N | Y (0) = 1)
= P (Y (n) = 0 pour un certain n ∈ N | Y (0) = 1)
= h10

(b) La chaîne est irréductible, donc tous les états sont soit tous récurrents, soit tous
transitoires. Comme h10 = 1 si p ≤ 1/2, f0 = 1 si p ≤ 1/2 et les états sont alors
récurrents. Comme h10 = (1 − p)/p < 1 si p > 1/2, f0 < 1 si p > 1/2 et les états sont
alors transitoires.

(c) On doit résoudre les équations de balance

π⋆
0 = qπ⋆

1

pπ⋆
i−1 = qπ⋆

i i ≥ 2

dont on tire par récurrence que pour tout i ≥ 1

π⋆
i = p

q
π⋆

i−1 = . . . =
(
p

q

)i−1
π⋆

1 = 1
q

(
p

q

)i−1
π⋆

0

La condition de normalisation s’écrit

1 =
∞∑

i=0
π⋆

i = π⋆
0

(
1 + 1

q

∞∑
i=1

ρi−1
)
.

Si p < 1/2, on en tire que

π⋆
0 = 1 − p

q
= 1 − 2p

2(1 − p)

π⋆
i = 1 − 2p

2p(1 − p)

(
p

1 − p

)i

, i ≥ 1.

Tous les états sont donc récurrents positifs. Si p → 1/2, toutes les probabilités ci-dessus
tendent vers zéro : il n’y a plus de distribution stationnaire. Tous les états sont dans
ce cas récurrents nuls.
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14. On a ck = P (Cn−1
i = k) = p(1 − p)k et GC(z) = p/(1 − (1 − p)z). Les solutions de

z = p

1 − (1 − p)z

sont z = p/(1 − p) et z = 1. La probabilité cherchée est la plus petite de ces valeurs, donc :

h10 =
{
p/(1 − p) = 1/µC si p < 1/2 (µC > 1)
1 si p ≥ 1/2 (µC ≤ 1)

15. On trouve

E[X(n)] =
∑

m∈N
E[X(n)|X(n− 1) = m]P (X(n− 1) = m)

=
∑

m∈N
E

[
m∑

i=1
Cn−1

i

]
P (X(n− 1) = m)

=
∑

m∈N

m∑
i=1

E
[
Cn−1

i

]
P (X(n− 1) = m) =

∑
m∈N

mµCP (X(n− 1) = m)

= µCE[X(n− 1)] = . . . = µ2
CE[X(n− 2)] = . . . = µn

CE[X(0)] = µn
C

Si µC < 1, limn→∞E[X(n)] = 0, ce qui est attendu puisque la probabilité que la population
disparaisse en un temps fini h10 vaut 1.
Notons que lorsque µC = 1, E[X(n)] = 1 pour tout n ∈ N. Néanmoins h10 = 1. En fait
lorsque n devient très grand la (n + 1)ième génération contient un très grand nombre
d’individus avec une très faible probabilité, et est éteinte avec grande probabilité, de sorte
que l’espérance reste égale à 1.

16. Les équations de balance à résoudre sont

π⋆
i−1pi−1,i = π⋆

i pi,i−1.

dont on tire
π⋆

i = pi,i−1
pi−1,i

π⋆
i−1 = N − i+ 1

i
π⋆

i−1

et par récurrence

π⋆
i = N − i+ 1

i
π⋆

i−1 = . . . = (N − i+ 1)(N − i+ 2) . . . N
i(i− 1) . . . 1 π⋆

0 = N !
i!(N − i)! π

⋆
0 = Ci

Nπ
⋆
0

pour tout 1 ≤ i ≤ N . La valeur de π⋆
0 est obtenue par la condition de normalisation

1 =
N∑

i=0
π⋆

i = π⋆
0

N∑
i=0

Ci
N = π⋆

02N

dont on déduit finalement, pour tout 0 ≤ i ≤ N ,

π⋆
i = Ci

N

1
2N

.
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17. (a) P (T0 = 1 | X(0) = 0) = P (X(1) = 0 | X(0) = 0) = p00 = 1 − p tandis que pour m ≥ 2

P (T0 = m | X(0) = 0) = P (X(m) = 0, X(m− 1) = 1, . . . , X(1) = 1 | X(0) = 0)
= p01p

(m−2)
11 p10 = p(1 − q)m−2q

(b) On calcule d’abord

GT0|X(0)=0(z) =
∑

m∈N0

zmP (T0 = m | X(0) = 0) = z(1 − p) +
∞∑

m=2
zmq(1 − q)m−2p

= (1 − p)z + pqz2
∞∑

m=0
(z(1 − q))m = (1 − p)z + pqz2 1

1 − z(1 − q)

dont on tire

E[T0 | X(0) = 0] =
dGT0|X(0)=0

dz
(z = 1) = 1 − p+ p(1 + q)/q = p+ q

q
= 1
π⋆

0
.
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Module 7

1. Pour une chaîne de Markov homogène,

pij(t1 + t2) = P (X(t1 + t2) = j | X(0) = i)
=

∑
k∈S

P (X(t1 + t2) = j | X(t2) = k,X(0) = i)P (X(t2) = k | X(0) = i)

=
∑
k∈S

P (X(t1 + t2) = j | X(t2) = k)P (X(t2) = k | X(0) = i)

=
∑
k∈S

P (X(t1) = j | X(0) = k)P (X(t2) = k | X(0) = i)

=
∑
k∈S

pik(t1)pkj(t2).

2. En utilisant le fait qu’à tout instant t, π0(t) + π1(t) = 1, il suffit de résoudre la première
des deux équations [

dπ0
dt

(t) dπ1
dt

(t)
]

= [π0(t) π1(t)]
[

−λ λ
µ −µ

]
qui s’écrit

dπ0
dt

(t) = µ− (λ+ µ)π0(t).

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre, qu’on peut rśoudre de diverses
manières. Par exemple, en prenant la transformée de Laplace des deux membres de cette
equa diff, on trouve

sL(π0)(s) − π0(0) = µ

s
− (λ+ µ)L(π0)(s)

dont on tire

L(π0)(s) = µ

s(s+ λ+ µ) + π0(0)
s+ λ+ µ

= µ

(λ+ µ)s + π0(0) − µ/(λ+ µ)
s+ λ+ µ

et en prenant la transformée de Laplace inverse

π0(t) = µ

λ+ µ
+
(
π0(0) − µ

λ+ µ

)
e−(λ+µ)t.

Enfin π1(t) = 1 − π0(t).
Pour les probabilités de transition, on utilise la même méthode, en s’aidant du fait que

p00(t) + p01(t) = 1
p10(t) + p11(t) = 1

pour résoudre
dp00
dt

(t) = µ− (λ+ µ)p00(t),

etc. Les conditions initiales sont p00(0) = p11(0) = 1 et p01(0) = p10(0) = 0.
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3. (a) On calcule que si πi(t) = e−λt(1 − e−λt)i−1 alors

dπi

dt
(t) = −λe−λt(1 − e−λt)i−1 + e−λt(1 − e−λt)i−2(i− 1)λe−λt

= −λe−λt(1 − e−λt)i−1 + e−λt(1 − e−λt)i−2(i− 1)λe−λt

= −iλe−λt(1 − e−λt)i−1 + (i− 1)λe−λt(1 − e−λt)i−2[e−λt + (1 − e−λt)]
= −iλe−λt(1 − e−λt)i−1 + (i− 1)λe−λt(1 − e−λt)i−2

= −iλπi(t) + (i− 1)λπi−1(t).

(b) La loi de X(t) suit une loi géométrique de paramètre p = e−λt. Par conséquent,

E[X(t)] = 1
p

= 1
e−λt

= eλt.

4. (a) La seule cause de transition possible à partir de l’état 0 est l’arrivée (la naissance)
d’un “client” quand le sytème est vide, ce qui se fait avec un taux λ0, d’où ν0 = λ0.
Par contre, il y a deux causes de transition possibles à partir d’un état i : l’arrivée
(la naissance) d’un “client”, ce qui se produit au bout d’un temps aléatoire distribué
exponentiellement avec un taux λi, et le départ (la mort) d’un “client”, ce qui se
produit au bout d’un temps aléatoire distribué exponentiellement avec un taux µi. La
transition se fait donc au bout d’un temps aléatoire qui est le minimum de ces deux
v.a. exponentielles indépendantes de taux respectifs λi et µi. Comme le minimum
de deux v.a. exponentielles indépendantes de taux respectifs λi et µi est encore une
v.a. exponentielle de taux λi + µi, comme on l’a montré à l’exercice 7 du module 5,
νi = λi + µi.

(b) En appliquant le théorème des probabilités totales au cas continu

P (X > Y ) =
∫ ∞

0
P (X > Y |Y = y)fY (y)dy =

∫ ∞

0
P (X > y|Y = y)fY (y)dy

=
∫ ∞

0
P (X > y)fY (y)dy =

∫ ∞

0
e−λXyλY e

−λY ydy = λY

λX + λY
.

(c) La seule transition possible à partir de l’état 0 est de passer à l’état 1, d’où q̂0,1 = 1.
D’autre part, si i ∈ N0, la transition se fera vers l’état (i+ 1) si le prochain évènement
est une arrivée (une naissance) et non un départ (une mort), donc si la v.a. exponentielle
de taux λi décrivant le temps jusqu’à la prochaine naissance est inférieure à la v.a.
exponentielle de taux µi décrivant le temps jusqu’à la prochaine mort, ce qui se fait
avec une probabilité calculée en b) et qui vaut

q̂i,i+1 = λi

λi + µi
.

On déduit enfin q̂i,i−1 = 1 − q̂i,i+1.
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5. On a, si t1 ≤ t2,

RX(t1, t2) = E[X(t1)X(t2)] = 1 · P (X(t1)X(t2) = 1) + 0 · P (X(t1)X(t2) = 0)
= P (X(t1) = 1 et X(t2) = 1) = P (X(t2) = 1 | X(t1) = 1)P (X(t1) = 1)
= p11(t2 − t1)π1(t1)

On a calculé que

p11(t2 − t1) = λ

λ+ µ
+ µ

λ+ µ
e−(λ+µ)(t2−t1)

π1(t1) = λ

λ+ µ
+
(
π1(0) − λ

λ+ µ

)
e−(λ+µ)t1

de sorte que

RX(t1, t2) =
(

λ

λ+ µ
+ µ

λ+ µ
e−(λ+µ)(t2−t1)

)(
λ

λ+ µ
+
(
π1(0) − λ

λ+ µ

)
e−(λ+µ)t1

)
et vice-versa si t1 ≥ t2. Pour que le processus soit stationnaire, il faut que

π1(0) = π⋆
1 = λ

λ+ µ

Dans ce cas en effet, le processus est même SSS car c’est une chaîne de Markov, pour
laquelle stationnarité veut dire stationnarité au sens strict, et avec τ = t1 − t2,

RX(τ) =
(

λ

λ+ µ
+ µ

λ+ µ
e−(λ+µ)|τ |

)
λ

λ+ µ
.

En particulier, si λ = µ, ces deux dernières expressions deviennent π1(0) = π⋆
1 = 1/2 et

RX(τ) = 1
4
(
1 + e−2λ|τ |

)
,

ce qui est bien la solution de l’exercice 9 du module 3.

6. (a) Le diagramme des transitions est donné à la figure 14.

20 01

Νλ (Ν−1)λ (Ν−2)λ λ

µ 2µ 3µ

N-1 N

Νµ(Ν−1)µ

2λ

Figure 14 – Diagramme des transitions de l’exo 6
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(b) Comme c’est un processus de naissance et de mort réversible, on peut écrire les
équations de balance détaillée qui sont

Nλπ⋆
0 = µπ⋆

1

(N − 1)λπ⋆
1 = 2µπ⋆

2
...

(N − i+ 1)λπ⋆
i−1 = iµπ⋆

i

...
λπ⋆

N−1 = Nµπ⋆
N .

Par récurrence, on trouve

π⋆
i = (N − i+ 1)

i

λ

µ
π⋆

i−1 = . . . = (N − i+ 1) . . . (N − 2)(N − 1)N
i . . . 3 · 2 · 1

(
λ

µ

)i

π⋆
0

= N !
(N − i)!i!

(
λ

µ

)i

π⋆
0 = Ci

N

(
λ

µ

)i

π⋆
0.

La condition de normalisation donne

1 =
N∑

i=0
π⋆

i = π⋆
0

N∑
i=0

Ci
N

(
λ

µ

)i

= π⋆
0

(
1 + λ

µ

)N

à cause de la formule du binôme avec a = λ/µ et b = 1

(a+ b)N =
N∑

i=0
Ci

Na
N−ibi.

Par conséquent

π⋆
i = Ci

N

(
1 + λ

µ

)−N (λ
µ

)i

= Ci
N

(
λ

λ+ µ

)i ( µ

λ+ µ

)N−i

.

On constate que la loi de probabilité de X est une loi binomiale Bin
(
N, λ

λ+µ

)
. On

pouvait s’y attendre : X compte le nombre de locuteurs actifs parmi N locuteurs,
chacun d’eux ayant une probabilité p = λ

λ+µ d’être actif.

(c) Comme X est une v.a. binomiale Bin
(
N, λ

λ+µ

)
, sa moyenne vaut

E[X] = Nλ

λ+ µ
.

7. (a) On vérifie que

πi(t) = P (X(t) = i) = 1
i!

[
(1 − e−µt)λ

µ

]i

exp
[
−(1 − e−µt)λ

µ

]
.
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satisfait bien à
dπ0
dt

(t) = −λπ0(t) + µπ1(t)
dπi

dt
(t) = λπi−1(t) − (λ+ iµ)πi(t) + (i+ 1)µπi+1(t)

(b) On calcule tout d’abord

GX(t)(z; t) =
∞∑

i=0
ziπi(t) = exp

[
−(1 − e−µt)λ

µ

] ∞∑
i=0

1
i!

[
(1 − e−µt)λ

µ
z

]i

= exp
[
−(1 − e−µt)λ

µ

]
exp

[
(1 − e−µt)λ

µ
z

]
= exp

[
(1 − e−µt)λ

µ
(z − 1)

]
dont on tire

E[X(t)] =
dGX(t)
dz

(z = 1; t) = (1 − e−µt)λ
µ
.

(c) Lorsque t → ∞,

πi(t) → π⋆
i = (λ/µ)i

i! e−λ/µ

E[X(t)] → λ

µ
.

8. Les équations de balance globale permettent d’écrire que

λπ⋆
0 = µπ⋆

1 + γ
∞∑

i=1
π⋆

i = µπ⋆
1 + γ(1 − π⋆

0) (59)

(λ+ µ+ γ)π⋆
i = λπ⋆

i−1 + µπ⋆
i+1 si i ∈ N0. (60)

Les équations (60) sont des équations aux récurrences homogènes du 2ème degré, dont la
solution générale est

π⋆
i = Kaα

i +Kbβ
i

où α et β les deux racines du trinôme du second degré µz2 − (λ+ µ+ γ)z + λ, i.e. avec
ρ = λ/µ et ξ = γ/µ,

α = 1
2

(
1 + ρ+ ξ +

√
(1 + ρ+ ξ)2 − 4ρ

)
β = 1

2

(
1 + ρ+ ξ −

√
(1 + ρ+ ξ)2 − 4ρ

)
.

Comme α > 1, la seule manière de garder π⋆
i ≤ 1 pour tout i est de prendre Ka = 0. Dans

ce cas, Kb = π⋆
0 et la condition de normalisation est

1 =
∞∑

i=0
π⋆

i = π⋆
0

∞∑
i=0

βi = π⋆
0(1 − β)−1
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car on peut vérifier que β < 1. On en tire que pour tout i ∈ N

π⋆
i = (1 − β)βi.

Enfin, il faut encore vérifier que l’équation de condition au bord (59) est satisfaite : c’est
bien le cas.

9. Les équations de balance détaillée de la file M/M/s sont

λπ⋆
n−1 = nµπ⋆

n si 1 ≤ n ≤ s− 1 (61)
λπ⋆

n−1 = sµπ⋆
n si n ≥ s (62)

dont on déduit que

π⋆
n = 1

n!

(
λ

µ

)n

π⋆
0 si 1 ≤ n ≤ s− 1

π⋆
n = 1

s!sn−s

(
λ

µ

)n

π⋆
0 si n ≥ s

La constante de normalisation est par conséquent avec λ/µ = ρ,

π⋆
0 =

(
s−1∑
n=0

1
n!ρ

n +
∞∑

n=s

1
s!sn−s

ρn

)−1

=
(

s−1∑
n=0

ρn

n! + ρs

s!

∞∑
m=0

1
sm

ρm

)−1

=
(

s−1∑
n=0

ρn

n! + ρs

s!
1

1 − ρ/s

)−1

La probabilité de blocage est la probabilité qu’un appel entrant soit mis en attente,
c’est-à-dire avec ρ = λ/µ,

C(s, ρ) =
∞∑

n=s

π⋆
n = π⋆

0

∞∑
n=s

1
s!sn−s

ρn = π⋆
0
ρs

s!

∞∑
m=0

1
sm

ρm = π⋆
0
ρs

s!
1

1 − ρ/s

= ρs/s!
(1 − ρ/s)∑s−1

n=0 ρ
n/n! + ρs/s!

Pour que la chaîne soit ergodique, il faut que λ < sµ.

10. (a) Le diagramme des transitions est donné à la figure 15)

00 01 s

µ 2µ

λ      + λHC OC
λ      + λHC OC λ      + λHC OC

µs

λHC

s+1

µ(s+1)

λHC

s+g

µ(s+2) µ(s+g)

λHC

Figure 15 – Diagramme des transitions de l’exo 10
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(b) Comme c’est un processus de naissance et de mort réversible, on peut écrire les
équations de balance détaillée qui sont

(λHC + λOC)π⋆
n−1 = nµπ⋆

n si 1 ≤ n ≤ s (63)
λHCπ

⋆
n−1 = nµπ⋆

n si s+ 1 ≤ n ≤ s+ g (64)

dont on déduit que

π⋆
n = 1

n!

(
λHC + λOC

µ

)n

π⋆
0 si 1 ≤ n ≤ s

π⋆
n = 1

n!

(
λHC

µ

)(n−s) (λHC + λOC

µ

)s

π⋆
0 si s+ 1 ≤ n ≤ s+ g

La constante de normalisation est par conséquent,

π⋆
0 =

(
s∑

n=0

1
n!

(
λHC + λOC

µ

)n

+
s+g∑

n=s+1

(
λHC

λHC + λOC

)(n−s) (λHC + λOC

µ

)n
)−1

.

La probabilité de blocage d’un appel HC est la probabilité qu’un appel HC entrant
soit rejeté, c’est-à-dire avec π⋆

0 donné ci-dessus,

P (rejet HC) = π⋆
s+g = 1

(s+ g)!

(
λHC

µ

)g (λHC + λOC

µ

)s

π⋆
0.

(c) La probabilité de blocage d’un appel OC est la probabilité qu’un appel OC entrant
soit rejeté, c’est-à-dire avec π⋆

0 donné ci-dessus,

P (rejet HC) =
s+g∑
n=s

π⋆
n =

s+g∑
n=s

1
n!

(
λHC

µ

)(n−s) (λHC + λOC

µ

)s

π⋆
0

= π⋆
0

(
λHC + λOC

µ

)s g∑
m=0

1
(m+ s)!

(
λHC

µ

)m
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Module 8

1. (a) Les équations de balance détaillée sont pour 1 ≤ n ≤ K,

λπ⋆
n−1 = µπ⋆

n

dont la solution est π⋆
n = (1 − ρ)ρn/(1 − ρK+1), avec ρ = λ/µ et 0 ≤ n ≤ K. Dès

lors P (rejet) = π⋆
K = (1 − ρ)ρK/(1 − ρK+1), ou encore, avec les valeurs numériques

données P (rejet) = π⋆
5 ≈ 0.00728.

(b) A partir des probabilités calculées en a),

GN (z) =
K∑

n=0
π⋆

nz
n = 1 − ρ

1 − ρK+1
1 − (ρz)K+1

1 − ρz

d’où
E[N ] = dGN

dz
(z = 1) = . . . = ρ

1 − ρ
− (K + 1)ρK

1 − ρK+1 = 0.6827.

(c) Le taux effectif d’arrivées dans le système est λ′ = λ(1 −P (rejet)) = 1(1 − 0.00728) et
donc la loi de Little donne le temps de réponse moyen qui est E[R] = E[N ]/λ′ = 6.88
secondes.

2. (a) On a une file M/D/1 d’où

E[N ] = ρ

1 − ρ

(
1 − ρ

2

)
= 0.5655.

(b) Par Little E[R] = E[N ]/λ = 5.655 secondes.

3. En multipliant la nième équation de balance détaillée par zn on trouve

λznπ⋆
n = µznπ⋆

n+1

En sommant, on obtient successivement
∞∑

n=0
λznπ⋆

n =
∞∑

n=0
µznπ⋆

n+1

λ
∞∑

n=0
znπ⋆

n = µz−1

 ∞∑
n=−1

zn+1π⋆
n+1 − π⋆

0


λGN (z) = µz−1GN (z) − µz−1π⋆

0

dont on tire que

GN (z) = −µπ⋆
0z

−1

λ− µz−1 = µπ⋆
0

µ− λz

Comme GN (1) = 1, on en tire que π⋆
0 = 1 − λ/µ et dès lors

E[N ] = dGN

dz
(z = 1) = λ

µ− λ
.
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4. (a) On a directement, si ρ = λ/µ < 1 et q ∈ N0

P (Q = 0) = P ({N = 0} ∪ {N = 1}) = P (N = 0) + P (N = 1) = 1 − ρ2

P (Q = q) = P (N = q + 1) = (1 − ρ)ρq+1

(b) Méthode 1 : on calcule d’abord

GQ(z) =
∞∑

q=0
P (Q = q)zq = 1 − ρ2 + (1 − ρ)ρ

∞∑
q=1

(ρz)q

= (1 − ρ)

1 + ρ+ ρ
∞∑

q=1
(ρz)q

 = (1 − ρ)
(

1 + ρ
1

1 − ρz

)
= (1 − ρ)1 + ρ− ρz

1 − ρz

dont on déduit
E[Q] = dGQ

dz
(z = 1) = ... = ρ2

1 − ρ
.

Méthode 2 : la probabilité que le serveur soit vide est P (N = 0) = 1 −ρ, la probabilité
qu’il soit occupé est ρ. Par conséquent, l’espérance du nombre de clients dans le
serveur (qui est une v.a. de Bernoulli) est ρ. Il s’ensuit que

E[Q] = E[N ] − ρ = ρ

1 − ρ
− ρ = ρ2

1 − ρ
.

(c) Notons tout d’abord que si le serveur est vide, W = 0 et donc
fW |N=0(w|N = 0) = δ(w).

Par contre, si le serveur est occupé, un client arrivant quand la file comporte déjà
n ≥ 1 clients, attendra que tous ces clients soient servis, et son temps d’attente sera

W = S(1) + S(2) + · · · + S(n)
ou les temps de service S(n) sont une suite de v.a exponentielles i.i.d., de moyenne
1/µ (même pour le client dans le serveur, car la v.a. exponentielle est sans mémoire
(cfr module 1, exercice 4)). Comme la somme de n v.a. exponentielles i.i.d. est une
v.a. d’Erlang (cfr propriété P5 du module 5), la densité de probabilité conditionnelle
de W s’il y a n ≥ 1 clients dans la file est

fW |N=n(w|N = n) = µ(µw)n−1e−µw

(n− 1)! .

En utilisant le théorème des probabilités totales, on en déduit que

fW (w) = fW |N=0(w|N = 0)P (N = 0) +
∞∑

n=1
fW |N=n(w|N = n)P (N = n)

= δ(w)(1 − ρ) +
∞∑

n=1

µ(µw)n−1e−µw

(n− 1)! (1 − ρ)ρn

= (1 − ρ)δ(w) + (1 − ρ)µρe−µw
∞∑

n=1

(λw)n−1

(n− 1)!

= (1 − ρ)δ(w) + (1 − ρ)λe−(µ−λ)w

272



(d) Méthode 1 : On calcule directement

E[W ] =
∫ ∞

0
wfW (w)dw = (1 − ρ)

∫ ∞

0
wδ(w)dw + (1 − ρ)λ

∫ ∞

0
we−(µ−λ)wdw

= 0 + ρ
1

µ− λ
= λ

µ(µ− λ)

Méthode 2 : Comme W = R− S,

E[W ] = E[R] − E[S] = 1
µ− λ

− 1
µ

= λ

µ(µ− λ) .

Méthode 3 : La loi de Little entraîne que

E[W ] = E[Q]
λ

= ρ2

λ(1 − ρ) = λ

µ(µ− λ) .

Remarquez que les deux dernières méthodes ne requièrent pas la connaissance préalable
de la loi de W .

5. Pour la file M/M/1, EM/M/1[N ] = ρ/(1 − ρ), avec ρ = λ/2µ′C. On suppose que les deux
lignes partagent le même buffer et que l’ordre de transmission des paquets qui arrivent est
FIFO. Pour la file M/M/2, les équations de balance sont

λπ⋆
0 = µπ⋆

1

λπ⋆
n = 2µπ⋆

n+1 pour n ∈ N0

et leur solution est π⋆
n = 2ρnπ⋆

0 pour n ≥ 1, avec ρ = λ/2µ′C. La condition de normalisation
devient

1 =
∞∑

n=0
π⋆

n = π⋆
0 + 2π⋆

0

∞∑
n=1

ρn = π⋆
0(2/(1 − ρ) − 1)

d’où π⋆
0 = (1 − ρ)/(1 + ρ) et π⋆

n = 2(1 − ρ)ρn/(1 + ρ) si n ≥ 1. La fonction génératrice de
probabilités est

GN (z) =
∞∑

n=0
π⋆

nz
n = . . . = 2 1 − ρ

(1 + ρ)(1 − ρz) − 1 − ρ

1 + ρ

d’où
EM/M/2[N ] = dGN

dz
(z = 1) = 2ρ

1 − ρ2 .

Par conséquent,
EM/M/2[R]
EM/M/1[R] =

EM/M/2[N ]/λ
EM/M/1[N ]/λ = 2

1 + ρ
> 1

car ρ = λ/2µ′C < 1. Ceci montre que le temps de transmission par 2 lignes de capacités
C, partageant le même buffer, est plus long que le temps de transmission par 1 ligne de
capacité 2C, si les temps entre arrivées et de service sont distribués exponentiellement.
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6. Soit R le temps de séjour d’un client dans le restaurant. On a

E[R] = E[R|client mange dans le restaurant]P (client mange dans le restaurant)
+E[R|client ne mange pas dans le restaurant]P (client ne mange pas dans le rest.)

= (5 + 15) · 0.5 + 5 · 0.5 = 12.5 min.

En appliquant la loi de Little, le nombre moyen de clients dans le restaurant est

E[N ] = λE[R] = 5 · 12.5 = 62.5 clients.

7. (a) On calcule que E[A(k)2] = λ2σ2
S +ρ2 +ρ, en dérivant deux fois GA(z) et en arrangeant

les termes.
(b) On obtient le résultat voulu en calculant que :

E[N̂2(k + 1)] = E[N̂2(k)]
E[12

{N̂(k)≥1}] = 1 − π̂⋆
0 = ρ

E[N̂(k)1{N̂(k)≥1}] = E[N̂(k)]

E[A(k + 1)N̂(k)] = ρE[N̂(k)]
E[A(k + 1)1{N̂(k)≥1}] = ρ2.

8. Ici fS(s) = δ(s− 1/µ).

(a) On en déduit

GA(z) = LA(−λ(z − 1)) =
∫ ∞

0
eλs(z−1)δ(s− 1/µ)ds

= eλ(z−1)/µ
∫ ∞

0
eλ(s−1/µ)(z−1)δ(s− 1/µ)ds = eρ(z−1)

d’où
GN (z) = (1 − ρ)(z − 1)eρ(z−1)

z − eρ(z−1) = (1 − ρ)(1 − z)
1 − zeρ(1−z) .

(b) π⋆
0 = 1 − ρ

(c) π⋆
1 = dGN

dz (z = 0) = ... = (1 − ρ)(eρ − 1).

9. La variable aléatoire S décrivant les temps de service est une variable géométrique (de
“2ème espèce" selon la terminologie du module 1), de paramètre p = 0.9. Les formules de
Little et de Pollaczek-Kintchine donnent alors E[R] = E[N ]/λ = 1.2857 msec.

10. (a) Soit NOC(t) le nombre d’appels OC le nombre générés pendant un intervalle de temps
de longueur t à l’intérieur de la micro-cellule. Alors

P (NOC(t) = n) = P (A(t, L) = n) = (λLt)n

n! e−λLt

et NOC(t) est un processus de Poisson (l’hypothèse d’indépendance est assurée par la
définition même de A(t, x)) de taux λOC = λL.
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(b) Soit L la distance parcourue pendant un appel de durée S. Clairement, L = vS et
1/µ′ = E[L] = vE[S] = v/µ. Le nombre d’appels arrivant pendant un intervalle de
durée t est un processus de Poisson de taux λ′ = λt appels par km. Les distances
sur lesquelles un appel est en cours forment une suite de v.a. L i.i.d., de moyenne
E[L] = v/µ km. On a donc une file M/GI/∞, si on compte les taux d’arrivée et de
service en nombre d’appels par km. Le nombre de clients dans ce système est alors le
nombre d’appels en cours non pas à un certain moment, mais à un certain endroit le
long de cette autoroute, et qui est donc une v.a. de Poisson de moyenne λ′/µ′ = λtv/µ.
Si L est faible comparé à v/µ, on peut prendre cet endroit comme le centre de la
cellule de longueur L, si bien que ce nombre est NHC(t) et

P (NHC(t) = n) = (λtv/µ)n

n! e−(λtv/µ).

En réalité, et plus précisémment, le nombre d’appels générés à gauche de la cellule
pendant un intervalle de durée t est un processus de Poisson de taux λt/2 appels
par km, de même que le nombre d’appels générés à droite de la cellule pendant ce
même intervalle de temps. Le nombre d’appels HC des véhicules entrant dans la
micro-cellule par la gauche est donc une v.a. de Poisson de moyenne λtv/2µ, de même
que le nombre d’appels HC des véhicules entrant dans la micro-cellule par la droite.
Comme la somme des ces deux v.a. de Poisson indépendantes est une v.a. de Poisson
de moyenne double, on retrouve bien le même résultat.

11. On constate que le processus N(t) est un bruit impulsif de Poisson, avec un pulse rectan-
gulaire h(t) = 1]0,T ](t) de hauteur unité et de largeur égale à T = 1/µ. Par conséquent, on
peut reprendre tel quel l’exercice 12 du module 5. On a donc à l’état stationnaire, avec
ρ = λ/µ

E[N(t)] = λ

∫ 1/µ

0
ds = λ/µ = ρ

RN (τ) =
{
ρ2 + ρ(1 − µ|τ |) si |τ | ≤ 1/µ
ρ2 si |τ | ≥ 1/µ

12.(a-b) Le diagramme des transitions entre états est représenté à la figure 16. De celui-ci on
déduit un ensemble d’équations de balance

λπ⋆
n−1,0 = µπ⋆

1,J pour 0 ≤ n ≤ J − 1 (65)
λπ⋆

n−1,J + µπ⋆
1,J = µπ⋆

n,J pour 2 ≤ n ≤ J (66)
λπ⋆

n−1,J = µπ⋆
n,J pour n ≥ J + 1 (67)

(c) Soit ρ = λ/µ. De (65) on tire que

π⋆
n,0 = 1

ρ
π⋆

1,J pour 0 ≤ n ≤ J − 1
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0,0

1,0 2,0 3,0 J-1,0

1,J 2,J 3,J J-1,J

J,J J+1,J

λ

λ λ λ λ

λ

λ λ

λ
λλλ λ

µ

µ µ µ µ

µ

µ µ

Figure 16 – Diagramme des transitions entre états de la question 12. Les états ont deux
composantes : la première est le nombre de clients dans le système, la seconde donne l’état 0 ou
J le plus récemment atteint.

tandis que de (66) on déduit par récurrence que

π⋆
n,J = π⋆

1,J + ρπ⋆
n−1,J = . . . = (1 + ρ+ ρ2 + . . .+ ρn−1)π⋆

1,J

= 1 − ρn

1 − ρ
π⋆

1,J pour 1 ≤ n ≤ J.

Finalement, (67) devient

π⋆
n,J = ρπ⋆

n−1,J = . . . = ρn−Jπ⋆
J,J = ρn−J 1 − ρJ

1 − ρ
π⋆

1,J pour n ≤ J + 1.

Il reste à éliminer π⋆
1,J de ces relations par la condition de normalisation :

1 =
∑

m=0,J

∞∑
n=0

π⋆
n,m = π⋆

1,J

J−1∑
n=0

1
ρ

+
J∑

n=1

1 − ρn

1 − ρ
+ 1 − ρJ

1 − ρ

∞∑
n=J+1

ρn−J


= π⋆

1,J

(
J

ρ
+ J

1 − ρ
− 1

1 − ρ

J∑
n=1

ρn + 1 − ρJ

1 − ρ

∞∑
l=1

ρl

)

= π⋆
1,J

(
J

ρ
+ J

1 − ρ
− 1

1 − ρ
(

J∑
n=0

ρn − 1) + 1 − ρJ

1 − ρ
(

∞∑
l=0

ρl − 1)
)

= π⋆
1,J

(
J

ρ
+ J

1 − ρ
− 1

1 − ρ
(1 − ρJ+1

1 − ρ
− 1) + 1 − ρJ

1 − ρ
( 1
1 − ρ

− 1)
)

= π⋆
1,J

J

ρ(1 − ρ)

d’où π⋆
1,J = ρ(1 − ρ)/J et

π⋆
n,0 = (1 − ρ)/J si 0 ≤ n ≤ J − 1

π⋆
n,J = ρ(1 − ρn)/J si 1 ≤ n ≤ J

π⋆
n,J = ρn−J+1(1 − ρJ)/J si n ≥ J + 1.
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Les probabilités π⋆
n d’avoir n clients dans le système sont

π⋆
n = π⋆

0,0 = (1 − ρ)/J si n = 0
π⋆

n = π⋆
n,0 + π⋆

n,J = (1 − ρn+1)/J si 1 ≤ n ≤ J − 1
π⋆

n = π⋆
n,J = ρn−J+1(1 − ρJ)/J si n ≥ J.

(d) On peut utiliser la fonction génératrice, mais dans le cas présent il est plus simple de
calculer directement E[N ] comme suit

E[N ] =
∞∑

n=0
nπ⋆

n =
J−1∑
n=0

n(1 − ρn+1)/J +
∞∑

n=J

nρn−J+1(1 − ρJ)/J

= 1
J

J−1∑
n=0

n− ρ

J

J−1∑
n=0

nρn + ρ

J

∞∑
n=J

n(ρn−J − ρn)

= 1
J

J(J − 1)
2 − ρ

J

J−1∑
n=1

nρn − ρ

J

∞∑
n=J

nρn + ρ

J

∞∑
n=J

nρn−J

= J − 1
2 − ρ

J

∞∑
n=1

nρn + ρ

J

( ∞∑
n=J

(n− J)ρn−J + J
∞∑

n=J

ρn−J

)

= J − 1
2 − ρ

J

∞∑
n=1

nρn + ρ

J

∞∑
l=0

lρl + ρ
∞∑

l=0
ρl

= J − 1
2 + ρ

1 − ρ

(e) La loi de Little entraîne que

E[R] = E[N ]
λ

= J − 1
2λ + 1

µ− λ
.

13. (a) p < 3/4
(b) P (N ≥ n0) = ∑∞

n=n0 π
⋆
n = (Λs/(1 − p)µ)n0 . Ici, n0 = 10, p = 0.5, Λs/µ = 0.25 d’où

P (N ≥ 10) = 2−10.

14. Chaque ligne est modélisée par une file ./M/1. Les taux moyens d’arrivée pour chaque file
valant λAB = 1.5, λAC = 0.5, λBC = 0.5, λBD = 1, et λCD = 1, on calcule E[R] = 0.563
seconde.

15. Les capacités optimales sont

C⋆
i = λi

µ′
i

+ Wmax −
∑M

k=1(dkλk/µ
′
k + fk)∑M

k=1

√
dkλk
µ′

k

√
λi

diµ′
i

et le temps de réponse minimum

E[R]⋆ = 1
Λs

(∑M
i=1

√
diλi
µ′

i

)2

Wmax −
∑M

k=1(dkλk/µ
′
k + fk)

.
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Pour que le problème ait une solution, il faut que

Wmax ≥
M∑

k=1
(dkλk/µ

′
k + fk).

16. Les flux internes sont, en numérotant les files de gauche à droite par 1,2 et 3 : λ1 = λ,
λ2 = 3λ/2 et λ3 = 2λ. Par le théorème de Jackson, la probabilité cherchée vaut

P (N1 = 1, N2 = 1, N3 = 1) = π⋆
111 =

(
1 − λ1

µ

)(
λ1
µ

)(
1 − λ2

µ

)(
λ2
µ

)(
1 − λ3

µ

)(
λ3
µ

)
= 3

(
1 − λ

µ

)(
1 − 3λ

2µ

)(
1 − 2λ

µ

)(
λ

µ

)3

17. (a) La fonction génératrice de probabilité de N1 est, avec µ1 = 1, µ2 = 1/2 et N = 5,

GN1(z) = 1
63

64 − z6

2 − z

d’où E[N1] = dGN1/dz (z = 1) = 19/21 = 0.905 et E[N2] = 86/21 = 4.095.
(b) On obtient le même résultat par la MVA.

18. (a) π⋆
n1,n2 = 1/(N + 1).

(b) E[N1] = E[N2] = N/2.

19. En utilisant la MVA :

N 5 10 20
E[NT (N)] 3.599 5.323 5.556
E[NCP U (N)] 0.210 0.356 0.385
E[NA(N)] 1.191 4.320 14.060
E[R(N)] 0.389 0.879 2.600

20. Comme µ′
iCi = λsource = µ′C pour tout i, par symétrie, tous les E[Ni] sont égaux et valent

dès lors E[Ni(N)] = N/M (on retrouve d’ailleurs bien ce résultat en résolvant les équations
MVA). Par conséquent E[Ri(N)] = (1 + (N − 1)/M)/µ′C = (M + N − 1)/Mµ′C d’où
E[R(N)] = (M +N − 1)/µ′C et λ(N) = µ′CN/(M +N − 1). Le rapport λ(N)/E[R(N)]
est maximal pour N⋆ = M − 1.

21. (a) Des équations de balance, on déduit que

P (Nord = 0, NT = 2) = 1
1 + 2µT /µord + 2(µT /µord)2 = 50

61

(b) Par la MVA, E[Nord(15)] = 5.36 tâches.
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