Chapitre 2

Vecteurs aléatoires

2.1 Paire de variables aléatoires

Nous étendons les définitions du module précédent concernant une variable aléatoire au cas d’une
paire de variables aléatoires.

2.1.1 Fonction de répartition jointe et marginale

Une paire de v.a. est caractérisée par sa fonction de répartition jointe Fxy (x,y) qui est la
probabilité que X prenne une valeur inférieure ou égale au réel x et que Y prenne une valeur
inférieure ou égale au réel y :

Fxy(a,y) = PUX <2} n{Y <y}) = P(X <a,Y <y) (2.1)

Chaque v.a. X et Y est individuellement caractérisée par sa fonction de répartition marginale
Fx(x) et Fy(y) :
Fx(z) = P(X <ux) (2.2)
Fy(y) = PY <y)

Elles possedent les propriétés suivantes :
P1.0 < ny(l’,y) < 1.
P2. limy oo Fixy (z,y) = limy—,_ oo Fxy(z,y) =0 et limy 00 y—00 Fxv(z,y) = 1.

P3. Les fonctions de répartition marginales de X et Y peuvent étre obtenues a partir de la
fonction de répartition jointe en constatant que

yli_)rgoFXy(x,y) = PH{X <z}n{Y <wx})=PX <z)=Fx(x)
Jim Fxy(z,y) = P{X <oojn{Y <y}) = P(Y <y) = Fy(y)
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2.1.2 Densité de probabilité jointe et marginale

La fonction de densité de probabilité jointe est définie par

O*Fxy (z,y)

920y (2.5)

fXY(xvy) =

Elle possede les propriétés suivantes :

P4. ffooo ffooo ny(x,y)dxdy = 1.
P5. P(X <a,Y <b) = Fxy(a,b) = [* [*. fxv(z,y)dydz.

P6. P(al < X <ag,by <Y < bg) = Fxy(az,b2) — Fxy(a1,b2) — Fxy(az,b1) + Fxy(a1,b1) =
f f fxv(z,y)dzdy. Cette propriété entraine que P(x < X <z + Az,y <Y < y+ Ay) =
ny(CL‘ y)AxAy lorsque Az — 0 et Ay — 0.

Les fonctions de densité de probabilité marginale sont définies par

fra) = X0 (2.6)
friy) = 0 (2.7

Elle peuvent étre obtenues a partir de la densité jointe de la maniére suivante :

P7. A partir de (2.6 et de la propriété P3, on a

felo) = dFC)i(x(x) _ deyC(;;, +00) _ i [/m /oo Fxy (&,m)dEdn

= [ pevema }df [ pevte.y

et de maniere similaire, on a

fy(y) = dFY / Ixy (& y)

Dans le cas discret, 1'utilisation des impulsions de Dirac §(-) permet d’écrire (2.5)) sous la forme

fXY X y me y y])

oup;j = P(X =4, Y =y;), et (2.6 et (2.7) sous la forme
fx(z) = pr i)
fr(y) = Zplj Y- y]
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2.1.3 Variables aléatoires indépendantes

Deux v.a. X et Y sont indépendantes si

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y)
d’ou
Ixy(z,y) = fx(2)fy(y)

Dans le cas discret, I'indépendance de X et Y entraine que P(X =a,Y =b) = P(X =a)P(Y =
b).

Notons que si X et Y sont deux v.a. indépendantes, alors Z = g(X) et W = h(Y") sont également
deux v.a. indépendantes.

2.1.4 Fonctions de deux variables aléatoires

Soit g1(+) et ga(+) deux fonctions continues. De maniére similaire au cas d’une variable, on peut
calculer la densité de probabilité jointe des variables

Z = qX,Y)
W = gg(X,Y)

en fonction de la densité jointe des v.a. X et Y.

Soit (z,w) une paire de valeurs particuliéres que peuvent prendre la paire de v.a. (Z, W), et

soient (z1,y1), (2,%2),- .., (Tm, ym) les m racines respectives du systeme d’équations
z = gi(z,y)
w = ga(z,y).

Le jacobien de la transformation (g1(-), g2(-)) est le déterminant

991 (z,y) 991 (z,y)
ox oy
J(x,y) = det
dg2(x,y) 9g2(z,y)
ox oy
Alors on peut montrer que
Ixy (T4, yi)
Jzw (z,w) 2.8
=2 ) 28)

Un cas particulier tres important est celui d’une transformation linéaire

z = gi(z,y) =anz+apy+bh
w = g2(x,y) = a21x + azy + by

qui s’écrit sous forme vectorielle
z=Ax+b.
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La solution de cette équation existe si det(A) # 0, elle est unique et est donnée par
x=A1(z-0).

Son jacobien est le déterminant de la matrice A pour tous les points (z,y) :

J(z,y) = det(A) = det [ a2 1 = a11a22 — 12021
asy  a

Par conséquent, si det(A) # 0, la densité jointe de Z = (Z, W) peut s’exprimer en fonction de
celle de X = (X,Y) par
_ fx(A7(z 1))
72 == o

(2.9)

i.e.,
f (0,22(271)1)7(112(’[1}7()2) all(’lU7b2)fa12(Zfb1))
X a11a22—0a12a21 ’ a11a22—ai12a21

la11a22 — aj2aa1|

faw (z,w) =
Prenons 'exemple de la somme de deux v.a. X et Y indépendantes :
Z=X+Y.
Pour utiliser , il faut deux équations. On peut ajouter par exemple 1’équation
W=Y

qui ne nous intéresse pas mais permet d’obtenir un systeme de deux équations a deux inconnues

(et de plein rang)
z] [11][x
-l ]E]

Pour ce systeme linéaire particulier, devient
fzw(z,w) = fxy(z — w,w)
ou encore, puisque X et Y sont indépendantes,
fzw (z,w) = fx(z — w) fy (w).

La fonction souhaitée est la densité marginale de Z et non la densité jointe de Z et W, ce qu'on
calcule grace a la propriété P7 :

fz(z) = /O:O fzw (z,w)dw = /o:o fx(z —w)fy(w)dw

ou on reconnait la formule du produit de convolution, si bien qu’on a montré que la densité de
probabilité de la somme de deux v.a. indépendantes est le produit de convolution des densités de
probabilité de chaque variable :

fz=Fx*fy (2.10)
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2.1.5 Espérance d’une fonction de deux variables aléatoires

L’espérance de la fonction g(X,Y) = Z, ot X et Y sont deux v.a. de densité de probabilité jointe
fxy(x,y), est définie par

B(Z) = Blo(X.Y)) = [ [ gl v (@ y)dady. (2.11)

Dans le cas discret, cette grandeur devient, avec p;; = P(X = x;,Y = y;),

E[Z] = Elg(X,Y)] =Y g(xi,y;)pij-

i,J

Comme premier exemple, reprenons celui de la somme de deux v.a. Z = ¢(X,Y) = X + Y, mais
cette fois sans que X et Y soient nécessairement indépendantes. On calcule

Bz} =BxX+Y] = [~ [ @+ ooy

- /:;x (/_ Ixvy (z, y)dy> dx—i—/ (/ fxy(x, y)dx) dy
— /O:Oxfx(x)der/oony(y)dy
= E[X]+EY].

Cette relation, combinée avec le fait que pour toute constante o, E[aX]| = aFE[X], montre que
l'opérateur d’espérance est linéaire.

Dans un second exemple, considérons le produit de v.a. X et Y, qui cette fois sont indépendantes :
Z =g(X,Y) = XY. La définition (2.11)) devient alors successivement

E[Z) = B[XY] = /O;/O;xyfxy(w,y)dmy
- /_o:o /_O:O xy fx(x) fy (y)dzdy

= [ atx@ds [ vy
— E[X]|E[Y].

Les moments joints de X et Y sont les espérances de g(X,Y) = XY™ i.e.

By = [ [ ey ey (@ y)dady.

Une quantité tres importante est la fonction de covariance définie par

COVIX, Y] = E[(X = px)(Y — py)] (2.12)
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et qui peut apres quelques manipulations encore étre mise sous la forme

COVI[X,Y] = E[XY] — pxpy = E[XY] — E[X]E[Y]. (2.13)
Dans le cas ou COV[X,Y] = 0, les deux v.a. X et Y sont dites décorrélées et dans celui ot
E[XY] = 0 elles sont dites orthogonales.
Remarquons que COV[X, X] = E[(X — ux)?] = o%.

On peut normaliser la covariance (cfr propriété P8 ci-dessous) et définir ainsi le coefficient de
corrélation par
COVIX,Y
— CovIX,Y] (2.14)
oxO0y

La fonction de covariance possede deux propriétés importantes :

Q-

P8. La fonction de covariance est bornée : |[COV[X,Y]| < oxoy, comme on le montrera
I'exercice 7, et par conséquent la valeur absolue du coefficient de corrélation est inférieure
P'unité : |p| < 1.

ab g

P9. Si X et Y sont deux v.a. indépendantes, on a vu plus haut que F[XY] = E[X]E[Y] et
dés lors COV[X,Y] = 0. De méme, dans ce cas, p = 0, et donc des v.a. indépendantes sont
décorrélées. Par contre, deux v.a. décorrélées ne sont nécessairement indépendantes, comme on le
verra a ’exercice 8.

2.1.6 Transformeées

On peut également étendre la définition de fonction caractéristique d’une v.a. du module précédent
a celle de fonction caractéristique jointe de deux v.a. X et Y par

Oy (wi,wp) = B/ X)) :/ / elrmtean) £y (z,y)dady. (2.15)

Cette fonction est le complexe conjugué de la transformée de Fourier bidimensionnelle de la
fonction fxy(x,y). La transformée inverse permet d’obtenir la densité de probabilité a partir de
la fonction caractéristique par le fait que

1 o < w1T+w
fxv(z,y) = rﬂg/ / eI P vy (W, wo ) dwr dws. (2.16)
—0o0 J —00

Les fonctions caractéristiques marginales de X et Y sont directement obtenues a partir de leur
fonction caractéristique jointe par

<I>X(w) = @Xy(w,())
CI)y(w) = (I)Xy(o,w).
Les moments joints peuvent étre calculés par

1 8m+n@xy (wl, WQ)
jmtn Ow"Owy

E[X™Y"] =
(wl 7"‘)2):(0)0)

30



Si X et Y sont indépendantes, on a vu a la section 1.3, que Z = g(X) et W = h(Y") sont également
deux v.a. indépendantes. En particulier, Z = g(X) = exp(jwi1X) et W = h(Y) = exp(jw2Y)
sont deux v.a. indépendantes, ce qui entraine que E[ZW]| = E[Z|E[W], c’est-a-dire que

E[ejw1X+jw2Y] — E[ejle]E[ejw2Y]

ce qui montre que la fonction caractéristique jointe de deux v.a. indépendantes est le produit des
deux fonctions caractéristiques marginales :

Pxy (wi,w2) = Px(w1)Py (w2).

Enfin, comme la densité de probabilité de la v.a. Z = X + Y est le produit de convolution
des densités de probabilité des deux v.a. X et Y si celles-ci sont indépendantes, de la méme
maniere que la transformée de Fourier d’un produit de convolution est le produit des transformées
de Fourier, on a que

(Ijz(w) = @X(w)q)y(w).

Finalement, on étend la définition de fonction caractéristique jointe a celle de fonction génératrice
de moment

By (s1,50) = B+ = [ ™ ety (o) dudy. (2.17)

2.1.7 Densité de probabilité conditionnelle

Considérons d’abord deux v.a. discretes X et Y. En appliquant les définitions de probabilité
conditionnelle P(A|B) et P(B|A) aux évenements A = {(|X () = z;} et B = {(|Y(¢) = y;}, on
trouve

P(X:l‘l,yzy])

P(X =xlY =vy;) = P =) si P(Y =y;) #0 (2.18)
=Y

P(Y = y|X = 1) — P<Xp?)?i’:ij Y) G P(X =) £0 (2.19)

P(X =z]Y =y;) = 0 si P(Y = y;) =0 (2.20

PY=yj|X=12;) = 0 si P(X =x;) =0. (2.21)

Si X est une v.a. continue tandis que Y est une v.a. discréte, on peut définir la fonction de
répartition conditionnelle par
P(X <z,Y =y,) )
P(X <zl =y;) = d I =F ; PY =y;)#0 (222
(X <zlY =y;) P =) xy (zlyy) st P(Y =y;) #0  (2.22)
PX <zlY =y;) = 0=Fxy(z(y;) si P(Y =y;) =0 (2.23)

et la densité de probabilité conditionnelle de X étant donné que Y = y est

dFxy (z]y;)

fX|Y(x‘yj) = dr
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Dans le cas continu, comme P(Y = y) = 0, on ne peut pas utiliser (2.22)). On définit la fonction
de répartition conditionnelle par la limite

Fyy(zly) = AlzigoP(X <zly <Y <y+ Ay)

qui vaut
. . PX <2y<Y <y+Ay)
F = lim P(X<zly<Y Ay) = 1
Xy (zly) A (X <zly<Y <y+Ay) A B <Y <y Ay)
JE o JUTAY fxv (& m)dédn

T Arso y+Ay d
v S,y (m)dn

— lm J2 o fxy (& y)Ayds _ 2o Fxv (&, y)de

Ay—0 fy(y)Ay fy(y)

En dérivant cette derniere expression par rapport a x, on obtient la densité de probabilité
conditionnellede X siY =y

dFxy (zly)  fxv(z,y)

zly) = = 2.24

De manieére similaire, la densité de probabilité conditionnelle de Y si X = x est
fXY (.’1}‘, y)
2.1.8 Espérance conditionnelle
L’espérance conditionnelle de X si Y = y est définie par
BX|y] =) ziP(X = zi]Y =y;) (2.26)

dans le cas discret et par

EXly) = [ afxy(elyda (227)

dans le cas continu.

1l faut souligner que Iespérance conditionnelle de X étant donnée une valeur particuliére y de Y
est une fonction déterministe de y : E[X|y| = g(y). Comme cette valeur y est le résultat d’une
expérience aléatoire, on peut s’intéresser a la v.a. g(Y), c’est-a~-dire E[X|Y]. En particulier, on
peut calculer la moyenne E[E[X|Y]] de la variable aléatoire E[X|Y] :

|7 Expeway = [ ( / Z a:fX|y<a:\y>d:c) fr (9)dy

—00 —00 -

= /O:o /O:O zfxyy (zly) fy (y)dazdy = /O:O /O:o zfxy (@, y)dzdy
= /O:ox (/O:O ny(:B,y)dy> dr = /oo zfx(z)dz = E[X].

—00

EIEX|Y]]
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2.1.9 Variables aléatoires complexes

Une variable aléatoire complexe Z est une v.a. de la forme
Z =X+4+3Y

ou X et Y sont une paire de v.a. réelles. On peut étendre les définitions précédentes au cas
complexe. Par exemple, la moyenne est

pz = ElZ] = E[X] + jE[Y] = px + jupy,
la variance est
0% =Bl Z — pz) = B(Z* —p5)(Z — pz) = ... = 0% + o}

ou l'astérisque x note le complexe conjugué, et la fonction de covariance de deux v.a. complexes
Z et W est
COV[Z,W) = E[(Z* - 1i5)(W — )] = COV*[Z, W].

2.2 Vecteurs aléatoires de dimension n

Les différentes notions introduites pour une paire de v.a. s’étendent tres facilement & un vecteur

aléatoire
X =(X1,X2,..., X))

de dimension n quelconque. Par exemple, la fonction de répartition jointe (2.1]) devient, avec

x=(11,22,...,Tp),
FX($) = FXle...Xn($171'2, Ce ,l‘n) = P(X1 § l‘l,XQ § Ty v ,Xn S :L'n)
tandis que la densité jointe de probabilité (2.5)) s’écrit

B _O"Fx (w173, .., an)
fX(m) — leXQ...Xn (x17 x27 cte ’xn) - 8_%'181'2 e axn '

Les densités marginales de probabilités s’obtiennent en intégrant la densité jointe par rapport
aux autres variables, par exemple

fx, (x1) :/ / Ix (@1, 22,...,25)drs . .. day.

On trouve les densités conditionnelles de maniére similaire :

X1 X0 X0 (1, T2, .., Tp)
f T1|T2y...,2 = o
X1]X2 Xn( | 3 ) TL) fXQ...Xn (.’132, o 73777,)

On peut étendre les types particuliers de variables aléatoires (uniformes, etc) présentés a la
section précédente aux vecteurs aléatoires. Le cas de v.a. gaussiennes jointes mérite une attention
particuliere, et fait I'objet de la section suivante.
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2.2.1 Variables aléatoires gaussiennes multivariées

Les v.a. X1, Xo,..., X, sont des variables aléatoires gaussiennes jointes (on dit encore multiva-
riées) ssi leur densité jointe de probabilité est

1

_1 _ Ty —1 _
fxi X0 X0 (21,22, ) = fx () = NeDEry e~ 3(XT—p)TETHT-), (2.28)
ou
po= [EXi].. E[X,)]"
0'3(1 COV[Xl,XQ} COV[Xl,Xn}
5 COV[Xq, X1] 0%, o COV[Xa, X,
COVI[X,, X1] COV[X,, Xo] -- 0%,

La matrice X est appelée matrice de covariance, on remarque qu’elle est symétrique, et on peut
montrer qu’elle est semi-définie positive.

La fonction est centrée au point ux, et est constante pour les valeurs du vecteur x telles
que (x — p)* X7 (x — ) est constant. On définit ainsi des courbes de niveau qui peuvent étre
visualisées dans le cas bidimensionel (n = 2) : ce sont des ellipses, dont 'orientation des axes
dépend de ox,, ox, et p.

Les v.a. gaussiennes possedent donc la propriété tres intéressante d’étre entierement déterminées
par les moments d’ordre 1 et 2.

La fonction caractéristique jointe de v.a. gaussiennes multivariées est une généralisation immédiate
du cas uni-dimensionel :

B, X X (W1, W2, ) = By (w) = IH W aWTEW, (2.29)

Comme nous I’avons vu plus haut, en dérivant cette fonction caractéristique a ’origine un nombre
déterminé de fois, on peut calculer tous les moments. Dans le cas gaussien, ces opérations donnent
les résultats suivants, si Xy, Xo,..., X, sont des v.a. gaussiennes jointes et si X est une v.a.
gaussienne de moyenne nulle,

E[X1X2X3X,] = E[X1Xo]E[X3X4] + E[X1X3]E[X2X4] + FE[X1X4]E[X2X3] (2.30)
E[X1Xs... Xopy1] = O (2.31)
E[X*1 = ¢ (2.32)

E[X?] = 135.7....(2k—1)o% (2.33)

Enfin, un changement de variables linéaire peut s’avérer particulierement intéressant. La densité
jointe de
Y =AX

est, a partir de (2.9))

-1
fy(y) = x4 y) _ ! e 2 ATY-WIET AT Y- (9 3g)

det(A)| — \/(2m)"detS|det(A)
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Comme

Ay —p)' s Ay —p) = (y—Aw)"(ASAT)(y — Ap)
= (y-m)'S ' (y-m)

avec
S = AzAT
m = Ap,
la relation peut s’écrire
fy(y) = W s @-m)Ts (y-m)
ce qui montre que (Y1,...,Y,) sont également des v.a. gaussiennes jointes. Une transformation

linéaire de v.a. gaussiennes jointes produit donc d’autres v.a. gaussiennes jointes. En particulier,
on cherchera une transformation A qui diagonalise la matrice de covariance, de maniére a
décorréler les différentes composantes du vecteur aléatoire.

2.3 Convergence d’une suite de variables aléatoires

L’étude de la convergence d’'une suite de variables aléatoires { X, }p>1 = { X1, X2, X3, ..., Xp, ...}
lorsque n — oo présente la méme importance en probabilité que 1’étude de la convergence d’une
suite de réels {x,} = {1,292, 23,...,2p,...} lorsque n — oo en analyse.

Nous allons sans entrer dans les détails rappeler les principaux différents types de convergence
de suite de v.a.

2.3.1 Convergence presque siire
Définition

Comme une variable aléatoire est une fonction de ’espace des résultats possibles d’une expérience,
en fixant un résultat particulier ¢, la suite

{Xl(C)7X2(C)7X3(C)7 s aXn(C)v ce }

est une suite de réels. Au contraire, en ne fixant pas un élément ¢ particulier, on a une suite de
variables aléatoires
{X1, X9, X3,...,Xp,...}

qui représente donc un ensemble de suites de nombres réels.

Supposons que chacune de ces suites de réels converge vers un réel, c’est-a-dire que quel que soit
le résultan ¢ d’une expérience, la suite {X,,({)} converge vers un certain X(¢). Dans ce cas, on
dit que la suite de v.a. {X,,} converge partout ou encore sirement vers la v.a. X.

35



Si maintenant il y a certains résultats ¢’ pour lesquels la suite {X,,(¢)} ne converge pas, mais que
ces résultats ont une probabilité nulle d’étre produits par ’expérience, ou de maniere équivalente,
qu’avec une probabilité 1 on obtienne un résultat ¢ telle que la suite {X,,({)} converge :

P({¢] lim X,(¢) = X(Q)}) = 1.

alors on dit que la suite de v.a. {X,,} converge presque partout ou presque sirement ou encore
avec probabilité 1 vers la v.a. X, ce qu’on note

P(lim X, - X) =1 (2.35)
ou encore

.p.1 .S.
X, B X  ou X, X

Pour établir la convergence preseque siire, nous avons besoin des lemmes suivants.

Continuité séquentielle des mesures de probabilités

Ce premier lemme technique montre que P(-) est une fonction continue des événements A,, d’une
suite infinie (dé)-croissante {A1, Ag, As, ..., Ap, ...}

Lemme 1 (Continuité des probabilités) (i) Soit une suite croissante d’événements { A, }n>1,
i.e., tels que Ay C Ay C A3 C ... et soit A leur limite :

A=A, = lim 4,
n=1

n—o0

Alors P(A) = limy, 00 P(Ay).

(it) Soit une suite décroissante d’événements { By, }n>1, i.e., tels que By O By D B3 D ... et soit
B leur limite :

B = n(jl B, = lim B,
Alors P(B) = limy, 00 P(By).

Pour démontrer la partie (i) de ce lemme, on réécrit A = A; U (Az\ A1) U (Asz\ A2)U... comme
I'union d’une suite d’événements disjoints, de sorte que le troisieme axiome A3’ donne

n—1
= P(A)+ lim kz P(Api1 \ Ag)
=1
n—1
= PO+ Jim S (P~ PLAY)
=1
= lim P(A,).
On démontre la partie (ii) de maniére similaire, en prenant les compléments des événements de

la suite {Bp }n>1
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Lemmes de Borel-Cantelli

Considérons une suite d’événements indépendants {A;, Aa, As, ..., A,, ...}, et 'événement qu’on
note {4,, i.0.} (i.o. pour infinitely often) de trouver une infinité d’indices n pour lesquels les
évenements A,, dans cette suite se produisent :

{4, i0}={Ce€ Q| (e A, pour une infinité d’indices n > 1}.

Les deux lemmes de Borel-Cantelli permettent de lier la probabilité de cet évenement P(A,, i.0.)
a la somme des probabilités P(A,), pour tout n > 1. Le premier lemme s’applique a toute suite
d’évenements dont la somme des probabilités converge.

Lemme 2 (Premier Lemme de Borel-Cantelli) Pour toute suite d’événements { Ay }n>1,

> P(4;) <oo = P(A, i0.)=0.
n=1

Pour démontrer ce lemme, souvenons-nous que les événements Ay, Ao, As, ..., Ay, ... et {4, i.0.}
sont des sous-ensembles de €. Prenons un élément ¢ € €. On a alors les équivalences suivantes :
¢e{A, io0} <= pourtoutn>1,
¢ appartient & au moins un des sous-ensembles A,,, A,11, ...
<= pourtoutn>1,(¢€ U Ay

k>n
= (e U A4
n=1k>n
et donc -
{A, o} =] U A (2.36)
n=1k>n

Comme la suite d’événements {Uy>, Ax}n>1 est décroissante, la partie (ii) du lemme [1| et (2.36)
impliquent que

o0

P(A, do)=P | () JA]=lim P|JA] < lim > P(4).

n=1k>n k>n k>n

Enfin, comme > 72 P(Aj) < oo, la convergence de cette série implique que pour tout € > 0 il
existe un entier n suffisamment grand pour que }°;,, P(Ax) < €, et par conséquent

Jim > P(Ax) =0,
k>n
ce qui établit le résultat.

Le second lemme fait presque office de résultat inverse, car il s’applique a toute suite d’événements
indépendants dont la somme des probabilités diverge.
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Lemme 3 (Second Lemme de Borel-Cantelli) Pour toute suite d’événements {Ap}n>1 in-
dépendants,

i P(A,) =00 = P4, io0.)=1
n=1

Pour démontrer ce lemme, on prend le complément de ([2.36]) :

{4, io0}= G ) Ax. (2.37)

n=1k>n

Comme la suite d’évenements {(;>, Ag}n>1 est croissante, la partie (i) du théoréme 1] et l)
impliquent que

P{A, io})=P (G N Ak) = lim P (ﬂ Ak) :
n=1k>n k>n

Comme les événements Ay, sont indépendants, et comme 1 — z < exp(—x) si > 0, pour tout
n € N¥,

p(m Ak) = [IP(A) =10~ P

k>n k>n k>n

< ] exp (=P (44) = exp (— > P(Aw)

k>n k>n
00 n—1
= exp (- > P(Ak)> - exp (Z P(Ak)> =0,
k=1 k=1

ou la derniére égalité découle de I'hypothese 332, P(Ay) = oo tandis que 7= P(Ax) < o0
pour tout n € N*. Des lors,

n—oo

P(A, i0)=1-P{A, io0})=1— lim P (ﬂ Ak) =1
k>n

Critére de convergence presque siire

Le premier lemme de Borel-Cantelli nous permet d’établir une condition suffisante de convergence
presque sire.

Théoréme 1 (Convergence presque siire, condition suffisante) Toute suite de v.a. { X, }n>1
converge presque surement (i.e., avec probabilité 1) vers une v.a. X, si pour tout € > 0

iP(|Xn—X\ > ¢) < oo (2.38)

n=1
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Pour tout £ > 0, soit {ay},>1 une suite de réels non négatifs tels que a, > ¢ pour seulement un
nombre fini d’indices n € N*. Alors il existe un indice m suffisant grand mais fini tel que a, < ¢
pour tout n > m. Comme a,, < & pour tout n > m et pour tout £ > 0, lim,,_,o a, = 0.
Soit ¢ € Net ap, = | Xn(()—X(¢)|. Pour ¢ fixé, on a donc que lim,, o0 anp, = 051 | X, (()—X(¢)] > ¢
pour seulement un nombre fini d’indices n € N*. A cause de , le lemme [2| implique que la
probabilité qu’il y ait un nombre fini d’indices n € N* tels que | X, (¢) — X({)| > € vaut

1-P(X,—X|>¢ io0)=1

Des lors, pour tout ¢ € , P(lim, o0 an, = 0), et donc P(lim, o X, = X) = 1.

Dans le cas ou les v.a. X,, sont indépendantes, le second lemme de Borel-Cantelli nous permet
d’établir une condition nécessaire et suffisante de convergence presque stire.

Théoréme 2 (Convergence presque siire, v.a. indépendantes) Toute suite de v.a. { X, }n>1
indépendantes converge presque sirement (i.e., avec probabilité 1) vers une v.a. X, si et seulement
st pour tout € > 0,

o0

Y P(IXn—X|>¢) < oo (2.39)

n=1

La condition suffisante est la méme que dans le théoréeme précédent. Pour démontrer la condition
nécessaire, supposons que ne soit pas vérifiée, Dans ce cas, le lemme [3| entraine que pour
tout € > 0,

P(|X,—X|>¢ i0.)=1,

ce qui implique qu’avec probabilité 1, a, = | X, ({) — X(¢)| > & pour un nombre infini de valeurs
de l'indice n € N. De ce fait, lim,,_yo an, # 0, et donc P(lim,, o0 X;, = X) # 1, ce qui montre
que la condition ([2.39) est nécessaire.

Enfin, le dernier critére est moins pratique que le précédent, mais permet d’établir une condition
nécessaire et suffisante de convergence presque sfire sans devoir supposer les v.a. X,, indépendantes.

Théoréme 3 (Convergence presque siire) Toute suite de v.a. {Xy}n>1 converge presque
sirement (i.e., avec probabilité 1) vers une v.a. X si et seulement si pour tout € > 0,

P(X,—X|>¢ i0)=0. (2.40)

(=) Soit € > 0. Observons que I’événement {|X, — X| > ¢ i.0.} est inclus dans I’ensemble
Q\{C € Q| limp00 Xn(€) = X(O}-
En effet, si pour un certain ¢ € €2, lim,_oc X, ({) = X (), alors la définition de limite entraine

que pour tout € > 0, il existe m € N* suffisamment grand pour que | X,,({) — X({)| < & pour
tout n > m. Par conséquent, ¢ ¢ {|X, — X| > ¢ i.0.} et donc

P(X, = X|>¢ i0)<1-PCe| lim X,(¢) = X(()) =0.
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(<) Soit k € N* un entier strictement positif, et soit Ny la v.a qui est le dernier indice n tel
que | X, — X| > 1/k. Si |X,, — X| > 1/k pour une infinité d’indices n € N*, on pose Nj, = oo.
Le domaine de la v.a. Ny est donc Sy, = N* U {oo}. En prenant ¢ = 1/k dans (2.40), on a
P(Nj, = c0) = 0 pour tout k € N*. Par conséquent, pour tout k € N*, P(Nj < oco) = 1, ce qui
implique que P(lim, o X,, = X) = 1.

Exemples

Les exemples qui suivent s’appliquent tous a des suites de v.a. {X, },>1 indépendantes.

e Suite 1. Dans ce premier exemple, chaque v.a. X,, suit une distribution de Bernouilli dans
{0,1}, de parameétre p = 1/n? :

X, = 1 avec probabilité 1/n?
= 0 avec probabilité 1 — 1/n?. (2.41)

Le théoreme (1| montre que cette suite converge presque stirement vers 0, car (2.38]) est
vérifiée avec X = 0.

e Suite 2. Dans ce second exemple, chaque v.a. X,, suit une distribution de Bernouilli dans
{0,1}, de parameétre p = 1/n :

X, = 1 avec probabilité 1/n
= 0 avec probabilité 1 —1/n. (2.42)

Le théoréme 2 montre que cette suite ne converge pas presque stirement vers 0, car (2.39))
est vérifié eavec X = 0.

e Suite 3. Dans ce troisieme exemple,

X, = n avec probabilité 1/n?
= 0 avec probabilité 1 — 1/n?. (2.43)

Le théoreme |1| montre que cette suite converge presque stirement vers 0, car ([2.38) est
vérifiée avec X = 0.

e Suite 4. Dans ce dernier exemple,

X, = +/n avec probabilité 1/n
= 0 avec probabilité 1 — 1/n. (2.44)

Le théoréme 2 montre que cette suite ne converge pas presque strement vers 0, car (2.39))
est vérifiée avec X = 0.
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2.3.2 Convergence en distribution et théoréme central limite
Définition

Un autre type de convergence, beaucoup plus faible que le précédent, concerne les fonctions de
répartition des v.a. X,,, que nous notons F,(-). S’il existe une fonction continue F'(-) qui est la
fonction de répartition d’une v.a. X telle que pour tout z

lim F,(z) = F(z) (2.45)

n—oo
alors on dit que la suite de v.a. {X,,} converge en distribution vers la v.a. X, ce que nous noterons

dis

X, =X

Théoréme central limite

Un exemple tres important de convergence en distribution est fourni par le théoréme central
limite :

Soit {X,} une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées[] (i.i.d.), de moyenne
w et de variance o2. A partir de cette suite de v.a., on construit une autre suite de v.a. {Z,}
données par

7 :Zn:Xi—M
! -1 Vno?

Alors le théoréme central limite énonce que la suite de v.a. {Z,,} converge en distribution vers
une v.a. normale 7 :

(2.46)

Z, 8 7 ~ N(0,1)
c’est-a-dire

lim Fy (2) = Fz(z 24y,

== [
= —F— (&
n—00 2 — 00

La démonstration de ce théoreme illustre bien 1'utilité de la fonction caractéristique. En effet, en

1. qui ont toutes la méme loi de probabilité.

41



utilisant le fait que les v.a. X, sont indépendantes et identiquement distribuées, on trouve
Jjw(X
by (w) = FElexp(jwZ,)] = lexp (Z )
=1

o () () (5

- (M el (o (5

o (25

2
/N
—
|

[\S)
g5
N~
3

Pour étre tout a fait rigoureux, il faudrait considérer le reste de ce développement en série. Comme
on peut montrer qu’il tend vers 0 lorsque n — co, nous nous contentons de 'approximation au
2eme ordre faite a la derniere étape du développement donné ci-dessus, et on calcule que

w?\" W2
Jim ®z, (w) = Jim (1 o] =e =dy(w)

qui n’est autre que la fonction caractéristique d’une v.a gaussienne Z de moyenne nulle et de
variance unité, c’est-a-dire une v.a. normale. Comme la fonction caractéristique détermine de
maniere unique la densité de probabilité, nous avons montré que Z, converge en distribution
vers une v.a. normale 7.

Ce théoreme est également valable sous des hypotheses plus faibles, et peut par exemple étre
étendu au cas ot les v.a. X, sont indépendantes, de méme moyenne j et de méme variance o2, mais
pas nécessairement identiquement distribuées. Le théoréme central limite justifie ’extraordinaire
importance des v.a. gaussiennes : souvent, dans la nature, un phénomene aléatoire est le résultat
d’une somme de nombreuses petites contributions indépendantes. Une force de ce théoréme est
de pouvoir déterminer la loi de probabilité de la v.a. résultante sans nécessiter une connaissance
complete des lois de probabilité des v.a. X,.

2.3.3 Convergence en probabilité et loi faible des grands nombres
Définition

A présent, on examine les probabilités P(|X — X,,| > ), ou € > 0. C’est une suite de réels,
compris entre 0 et 1, et dépendant de n et de . Si cette suite converge vers 0 pour tout € > 0,
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i.e. si
lim P(| X — X,| >¢)=0 pour tout & > 0 (2.47)
n— o0

alors on dit que la suite de v.a. { X, } converge en probabilité vers la v.a. X (qui peut éventuellement
étre une constante).

Relation avec convergence presque sire

Si la suite de v.a. { X,,} converge presque stirement vers la v.a. X, alors elle converge en probabilité
vers la v.a. X.

En effet, le théoréme [3] entraine que
P(X - Xp| > ¢ i0)=0,

ou encore, a cause de (2.37) avec 4, = {|X — X,,| > ¢},

PO UIX =X 22| 0.

n=1k>n

qu’on peut encore étre écrire, a cause la partie (ii) du lemme [l et vu que la suite d’événements
{Uksn [ X — Xnl}n>1 est décroissante,

lim P | [ J{|X - Xn| >} | =0,

n—00
k>n

ce qui implique & son tour que

lim P (|X — X,| >¢) =0,

n—oo

et prouve que la suite de v.a. {X,,} converge en probabilité vers X.

Loi faible des grands nombres

Un exemple particulier de convergence en probabilité est fourni par la loi faible des grands
nombres :

Soit {X,,} une suite de v.a. indépendantes, de méme moyenne u et de méme variance o2. A
partir de cette suite de v.a., on construit une autre suite de v.a. {X,,} données par

zn: X;. (2.48)

Alors la loi faible des grands nombres énonce que la suite de v.a. {X,,} converge en probabilité
Vers fi B
lim P(| X, —p|>¢e)=0 pour tout € >0 .

n—oo
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La démonstration de ce théoréme est basée sur I'inégalité de Tchebycheff.

On calcule d’abord la moyenne de chaque v.a. X,

et sa variance

VAR[X, = Bl(X, -’ =E

1

= —F lZ<XZ - M)z

2
2 + 2
n - n
=1

i#]

D (X = p) (X — M)]

- % S E[(Xi — )2 + % > BUX — ) (X — p)]
i=1 i#j

Par conséquent, I'inégalité de Tchebycheff entraine que

VAR[X,] o
< - -

- 2

P(| Xy — pl > €) 5

ce qui tend bien vers 0 quand n — oco.

Exemples
On vérifie que les 4 exemples de suites données a la sous-section [2.3.1] sont tous des suites
convergeant en probabilité vers 0, car P(|X,| > ) — 0 pour n — oo pour chacune d’elles.
2.3.4 Convergence en moyenne quadratique
Définition
Une suite de v.a. {X,,} converge en moyenne quadratique vers la v.a. X si
. . 2
lim E[(X, — X)] =0, (2.49)

ce qu’on note parfois
Lim. X, =X

Pabbréviation l.i.m. signifiant limit in mean (square).
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Exemples

On vérifie que parmi les 4 exemples de suites données a la sous-section [2.3.1] seuls les deux
premicres convergent en moyenne quadratique vers 0, car E[(X,, — 0)2] — 0 pour n — co pour
chacune des deux premiéres, alors que pour les deux derniéres, E[(X,, —0)?] = 1 pour tout n > 1.

2.3.5 Relations entre les types de convergence

On peut relier ces différents types de convergence de la maniere suivante, les fleches représentant
une implication :

Convergence
presque siire

en probabilité en distribution

Convergence en
moyenne quadratique

Convergence Convergence

Les seuls types de convergence n’ayant pas de relation directe entre eux sont la convergence
presque sire et la convergence quadratique, et le type de convergence le plus faible est la
convergence en distribution.

2.4 Exercices

1. Des données sont enregistrées sur un disque a n pistes concentriques de telle maniére
qu’on puisse faire I’hypotheése que les mouvements successifs du bras de lecture soient
indépendants les uns des autres. La probabilité que le bras aille chercher I'information sur
la piste 7 est donnée par p; (1 <i < n). Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de
pistes que le bras traverse entre deux lectures successives. X prend donc une des valeurs
0,1,2,...,n—1.

(a) Que vaut la probabilité P(X = 0) que le bras n’ait pas bougé entre deux opérations
de lecture successives, en fonction des p; (1 <i <n)? (Hint : il peut étre commode
d’utiliser deux variables aléatoires Y et Z donnant le numéro de la piste ou se trouve
le bras de lecture respectivement avant et apres son déplacement).

(b) Que valent les probabilités P(X = j), en fonction des p; (1 <i <n), pour 1 < j <
n—17

(¢) Sip; =1/n pour 1 <i<n, que vaut le déplacement moyen FE[X]| du bras?

(d) Sip; =1/n pour 1 < i <mn, que vaut la variance de ce déplacement du bras?
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FIGURE 2.1 — Domaines définis aux exercices 2 (a) et 3 (b).

. La densité de probabilité jointe de X et Y est uniforme dans le domaine D représenté a la
figure (a) :
fxy(x,y) =k pour z,y € D. (2.50)

(a) Que vaut k pour que (2.50) soit effectivement une densité jointe de probabilité ?
(b) Quelles sont les densités marginales de X et de Y ?

(c) Quelle est la densité de probabilité conditionnelle fy|x (y|z)?
. Répéter l'exercice 2 ol le domaine D est a présent celui représenté a la figure (b).

. Soient X et Y deux variables aléatoires normales indépendantes (i.e., gaussiennes de
moyennes nulles et de variances unités).

(a) Quelle est la densité jointe de probabilité de R et © ou

R = VvX2+Y?

o — Arctg(Y/X)+ 5 siz>0
N Arctg(Y/X)+ 3 siz <0

avec R > 0et 0 < © < 27?7 Remarque

: si le jacobien de cette transformation de
variables est désigné par

dz

0
oy )
90

(2, y)| = 1/[J7}(r, 0)].

or
J(z,y) = detl g
o

et si le jacobien de la transformation inverse est

FIEIR

JY(r,0) = det [

S
<

on peut montrer qu’ils ont liés par la relation

(b) Les deux variables R et © sont-elles indépendantes ?
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5.

10.

(¢) Quelle est la densité marginale de R? Cette variable aléatoire est appelée variable
aléatoire de Rayleigh.

(d) Quelle est la valeur de a pour laquelle P(R < a) =1/27

Soient X7, X9, X3, ... une suite d’échantillons de parole de moyennes nulles et de variances
o2. Supposons de plus que la covariance entre échantillons soit donnée par une fonction

COV (Xy, Xj) = pji_jio.

Des valeurs typiques de p; et de p2 pour des signaux de parole sont p; = 0.825 et po = 0.562.
Un prédicteur linéaire du second ordre de ce signal de parole est )A(Z = aX;_1 +bX,_9
ou les coefficients de prédiction a et b (en anglais : LPC coefficients) minimisent I’erreur
quadratique moyenne entre la valeur réelle de I’échantillon X; et sa valeur prédite X;, A
savoir

g = E[(‘XZ — XZ)Q]

Calculer ce prédicteur (c’est-a-dire les coefficients de prédiction a et b. N. B. : on reviendra
sur ce type de probléeme de maniere plus approfondie).

. Soient X1, Xo,..., X, des variables aléatoires de méme moyenne pu et de covariance
o? si i=j
COV(X;, X;) =% po*? si |i—jl=1
0 sinon,

avec |p| < 1. Calculer la moyenne et la variance de la variable aléatoire

Démontrer la propriété P8. Hint : E[(X — AY)?] > 0 pour tout réel .

. Soit © une v.a. uniforme dans 'intervalle [0, 27], et soient les deux v.a. X = cos© et

Y =sin©. Les v.a. X et Y sont-elles orthogonales ? corrélées ? indépendantes ?

. Soit {a,} une suite de réels qui converge vers un réel a : lim,_,, a, = a, et soit une suite

de v.a. {X,,} telle que
lim B[(X,, — an)?] = 0.

Démontrer que la suite de v.a. {X,,} converge en moyenne quadratique vers a.

Soit Z =X +Y ou X et Y sont deux v.a. continues indépendantes, et ou Y est une v.a.
normale N (0, 1). Que vaut la densité de probabilité conditionnelle

fzix(z]x) 7
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11.

12.

13.

14.

Soient X1, Xo,..., X, des variables aléatoires indépendantes discrétes dont la loi de proba-
bilité est
P(X;=k)=1/N

pour k=1,2,..., N, et soit
O, =min{ X, Xo,..., X, }.

(a) Calculer P(©,, > k), avec k =1,2,..., N.

(b) Calculer la loi de probabilité P(©,, = k) de la v.a. ©,,. Hint : mettez le probléeme sous
une forme ot il est commode d’utiliser le résultat trouvé en a).

Soient X et Y des variables aléatoires gaussiennes jointes dont le vecteur des moyennes et
la matrice de covariance sont respectivement

I‘l’:

mx Y — o§< pPOX0Oy
Wy poxoy 0%

avec ox,oy > 0.

(a) Quelle est la densité marginale fy(y) de Y ?
(b) Calculer la densité conditionnelle fx|y (x|y).

(c) Calculer la moyenne conditionnelle E[X|Y = y]. Pour quelle valeur de p cette moyenne
conditionnelle vaut-elle px 7

(d) Calculer la variance conditionnelle VAR[X|Y = y].

Soient X1, Xs,...,X,,... une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.), et soit Sp, = X1+ Xo+ ...+ X,, = >i-; X;. Calculez, pour 1 <m < n,
Sn

Hint : commencez par le cas (trivial) ot m = n, puis par celui (non trivial) ot m = 1, et
utilisez le fait que les X; sont i.i.d.

Remarque importante : Si X est une v.a. discréte et si Y est une v.a. continue, de
densité de probabiltité fy(y), le théoréme des probabilités totales s’écrit

P(X=a)= [ P(X =Y = y)fy(y)dy.

—00

Soit X une variable aléatoire de Poisson, dont le parameétre A est lui-méme une variable
aléatoire exponentielle d’intensité 1, au lieu d’'une quantité constante déterministe AT'. Ici
donc fy(A\) = e~ avec Sy = [0, +o0].

(a) Calculer la probabilité P(X = n). Hint : la solution est P(X =n) = 1/271,
(b) Calculer la moyenne E[X].
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15.

16.

17.

18.

19.

(c) Calculer la variance VAR[X].

Soient X7, Xo,...,X,,... une suite de variables aléatoires continues indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.). On dit qu’un "record" se produit au temps n si X, >
max{ Xy, Xo,..., X,—1}. Autrement dit, X,, est un "record" s’il est plus grand que chaque
Xi, 1 <i<n-—1,ouencore si X,, = max{Xy, Xo,..., Xp,—1, Xp}

(a) Calculer la probabilité qu’il y ait un record au temps n.

(b) Calculer le nombre moyen de records qu’il y a eu au temps n. Hint : le nombre de
records au temps n peut s’écrire comme une somme de variables de Bernouilli, ou
encore de fonctions indicatrices I("Record au temps ¢") de I’événement "un record se
passe au temps " :

1 siX; > max{Xl,XQ,...,Xi_l}
0 sinon.

I("Record au temps i") = {

En effet, on a alors

n

E['"Nombre de records au temps n'] = E [Z I("Record au temps ¢")| = ...
i=0

Soit X une variable aléatoire, et Y = aX + b ou a et b sont deux constantes réelles. Que
vaut le coefficient de corrélation p(X,Y) entre X et Y 7

Soient X1, Xo et X3 trois v.a. normales indépendantes. Calculer la densité de probabilité
jointe de Y7, Y5 et Y3 ou

Yi = Xi+Xo+ X3
Yo = X1—-—X»
Y; = X — X

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois Gamma de parametres
respectifs (A, @) et (A, ) (i.e. fx(z) = A(Az)* e ™ /T'(a), etc).

(a) Quelle est la densité de probabilité jointe de U = X +Y et V=X/(X +Y)?
(b) Les deux variables U et V sont-elles indépendantes ?

(c) Montrer que U est une v.a. Gamma. Quels sont ses parametres 7 N.B. La loi de la v.a.
V' est appelée loi Béta.

Démontrer que le convergence en moyenne quadratique entraine la convergence en probabi-
lité, i.e. que si {X,,}n>1 est une suite de v.a. qui converge en moyenne quadratique vers
une v.a. X, alors cette suite converge également en probabilité vers la v.a. X. Le contraire
est-il vrai?
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20. Démontrer que {X,,},>1 est une suite de v.a. qui converge en probabilité vers 0 si et
seulement si X
lim F [”‘} =0.
Hint : observez que (i) | X,|/(1+ |Xn]) <1 et que (ii) | X,| > € si et seulement si

| Xn| > _°
1+ [Xn| 1+

Enfin, pour tout v.a. X et toute partition [A;, As, ..., Ay,] de ©, le théoreme des probabilités
totales stipule que pour tout z € Sx,

P(X <z)=) P(X <z |A)P(A;)
i=1
et donc en prenant les densités
fx(@) =) fx(z ]| A)P(A)
i=1

et les espérances d’une fonction g(X)

m

1

Box)) = [ g@ix@da= [ () (

1=
m

m 00

= Y ([ @ixe] 40)de) Pa) = 30 Elo(x) | AJP(4)
i=1 T i=1

ce permet d’écrire le le théoréeme des probabilités totales en termes d’espérance de la v.a.

g9(X) comme

m

Elg(X)] =) _Elg(X) | A]P(A;)

=1
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