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{X(t), t € R}

= Specification compléete
= VmE€EN* Vti, ty, .., ty, ER
vxl,xz, o Xm ER

. Fx(xl,XZ, oy Xmo tl,tz, ,tm) =
P(X(t;) < xq1, X(t3) < xy, oo, X&) < x10)

" fx(xl,xz, ,xm, tl’ tz, ,tm) =
OMF x(x1,X2, Xm;t1,t2,0tm)

axlaxz...axm
[ CDX((Ulr (1)2, ...,(l)m; t]_; tz; -")tm) =
Eexp(j X7y w; X (t))]

« Spécification au 2¢™e ordre
« ux (@) = E[X(@®)] = [ xfx (x; )dx

- R)-E(tl' t)) = E[X(t1)X(t2)] =
f X1, X2 fx (X1, X2; tq, t3)dx1dx;

= Cx(ty,t) = Rx(ty,ty) — px(ty) ux(ty)

{X(n), n € 7}

vm € N* Vny,ny, ..,y €Z
vxl,xz, o Xm ER

Fy(xq1, %5, o, X3 Mg, Ny, oe, Nyyy) =

P(X(nl) < X1y wees X(nm) = xm)

fX(xlt x2r ey xm; nlr nZi LRLl nm) —
OMF x(X1,X2, Xy;N1,M2,e e m)

axlaxz...axm
CI)X((,Ul,(I)z, vy W, N, Ny, .. nm) =
IE[exp(] it w; X(nl))]

ux(m) = E[X(m)] = [7 xfy (x; n)dx
Rx(ny,ny) = E[X(ny)X(ny)] =
f+oo X1, X2 fx (X1, X2; g, Mp)dx 1 d X,

Cx(ny,ny) = Rx(nq,ny) — ux(ny) ux(ny,



{X(t), t € R} {X(n), n € 7}

= Stationnarité

= X(t) estSSS < = X(n) est SSS &
vm € N* Vty, ty, . tm ER = VmeN VN, Ny, ., Ny € Z
VceR Vxq, %X, ..., Xm €ER Vc e Z VXq, X2, oy Xm ER
FX(xl'er vy X tl, tz, vy tm) = FX(xl)er vy Xmy Ny, N, "'»nm) =
Fx(xl,XZ, o Xms tl + ¢, tz + ¢, ,tm + C) Fx(xl,XZ, o Xms My + L) +c, ey My + C)
- X(t) est WSS < - X(n) est WSS
‘le(t) = Uy " .uX(n) = Ux

RX(tli tz) = RX(tl — tz) - RX(nl'nZ) = RX(nl - nZ)



{X(n), n € 7}

= X(n) est WSS < uy(n) = uy et Ry(n,n—k) = Ry(k)
Matrice de correlation d’'ordre m

CI)X=

Rx(0) Rx(1) Rx(2)
Rx(1) Rx(0) Rx(1)
Rx(2) RX.(l) Rx(0)

Ry(m—1) Ry(m—2)

Propriétes: &, est

= symetrique
= semi-définie positive
= Toeplitz

Rx(m — 1)
Rx(m — 2)
Rx(m —3)

Ry (0)



{X(t), t € R} {X(n), n € 7}

= X(t) est ergodique par = X(n) est ergodique par
rapport a sa moyenne < rapport a sa moyenne <
VAR[{X(t));] = 0quand T — oo VAR[{(X(n))] - 0 quand m — oo
with (X () = = [ X(t)dt With (X(n))n = S—— S _, X(n)

- Thm 1: X(¢t) estergodique = Thm 1: X(n) est ergodique
par rapport a sa moyenne < par rapport a sa moyenne <

2m

1 7| - 1 LR
Jim - fo(r) (1—7>dT:O nlll—rgo2m+1k_2 Cx (k) (1 1) =0
-T =—-—zmn .
Thm 2: X(t) est ergodique par = Thm 2: X(n) est ergodique par
rapport a sa moyenne < rapport a sa moyenne <

lim Cx(7) =0 ,ll_r,lc}o Cx(k) =0
T—00



{X(t), t € R}

Densité spectrale de puissance
+00

Sx(f) = f Ry(r)e™*™/Tdr

!

+o00

Ry(2) = j Se(fe2miftdy

— 00

Proprietés

= Sx(f) = Sx(—f)
= Sx(f) eR

= Sx(f) =0

{X(n), n € 7}

Densité spectrale de puissance

Sx(f) = Z Ry (k)e=2mifk

k=—o0

)
1/2
Re) = | Se(Per™rtar
~1i/2
Densité spectrale de puissance

S = ) Rell)z™

k=—o0
Sx(f) = gx(eznjfk)
Propriétés

= Sx(f) = Sx(—f)
- Sx(f) ER
= Sx(f) =0



{X(t), t € R}

Exemple 1: bruit blanc
= un(t) =0

- SN(f) — %

« Ry(r) =%05(1)

Exemple 2: sinusoide a phase
aléatoire ®~unif[0,27]

= X(t) = asin(2rfyt + O)

- ux(®) =0

= Ry(t,t—1) =“72cos 21T

o Sx(f) =£(8(f — fo) + 8(F + fo))

{X(n), n € 7}

Exemple 1: bruit blanc

- uy(m) =0
- Sy(f) =%

. Ry(k) = o 8(k) = {fffv stk =0

0 sik#0

Exemple 2: sinusoide a phase
aléatoire ®~unif[0,2n]

« X(n) = asin(2afyn + ®)
= ux(m) =0
« Ry(n,n—k) =a72cos 2ntfok

o Sx(F) =E(8(f = fo) + 8(f + fo))



{X(t), t € R} {X(n), n € 7}

X(t Y(t X(n
T = 2w
Systéme LIT (LTI in English) = Systéme LIT (LTI in English)
- H(f) = [" 2 h(t)e 2™l tdt - H(f) = 312 o h(n)e~2mifm
= Sy(f) = |H(H|? Sx(f) = Sy(f) = HOI* Sx(f)
= Syx(f) = H(f)Sx(f) = Syx(f) = H(f)Sx(f)
= Sxy(f) = H'(f)Sx(f) = Sxy(f) = H'(f)Sx(f)

- HZ) =32 o h(n)z™

= Sy(2) = H@)H(/2)Sx(2)
- SYX(Z) = ﬁ(z) SX(Z)

= Syy(2) = H(Y/2)Sx(2)



Exemple 3.1: Processus MA(m)
= {U(n),n € Z} bruit blanc Sy (f) = o¢

X(n

= X(n) =Y obrU(n — k) (L.
« H(z) = Zikobkz™*: = B(2)
Exemple 3.2: Processus AR(p)
= {U(n),n € Z} bruit blanc Sy (f) = o¢
= X(n) = —ZgzlakX(n —k)+U(n)

= . 1 1
] H(Z) 1+Zk 1Cl Z -k A\(Z)
Exemple 3.3: Processus ARMA(m,p)
= {U(n),ne Z} bruit blanc Sy (f) = ¢3
= X(n) =- akX(n k) + YieobrU(n — k)
. 34 _ Zk ()ka B(Z)

H(z) = 1+Zk L OkZ -k A(2)
¢ $yx(2) = HDAC/)Sy(z) = 2L B0 2

A(z) A(Y/2)

{X(n), n € 7}

h(n)

Y(n)



{X(n), n € 7}

Filtre de Wiener

= Entrée X(n) (WSS) de moyenne nulle avec Ry (k) connu (et donc Sx(f) et

SAX(Z))
= Sortie Y(n) = (h*X)(n) (WSS)

= Sortie désirée D(n) (WSS) de moyenne nulle avec Ry (k) et Rpx (k)

connu (et donc Sp(f) et Spx(f); Sx(2) et Spx(2) )

- Comment calculer h(n) (ou H(f) ou H(z) ) pour minimiser ¢ =

E[(D(n) — Y (n))?].

X(n)
— h(n)

Y(n)
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{X(n), n € 7}

Filtre de Wiener

= Entrée X(n) (WSS) de moyenne nulle avec Ry (k) connu (et donc Sx(f) et

SAX(Z))
= Sortie Y(n) = (h*X)(n) (WSS)

= Sortie désirée D(n) (WSS) de moyenne nulle avec Ry (k) et Rpx (k)

connu (et donc Sp(f) et Spx(f); Sx(2) et Spx(2) )

- Comment calculer h(n) (ou H(f) ou H(z) ) pour minimiser ¢ =

E[(D(n) — Y (n))?].

Restauration d'images

X(n)
— h(n)

Y(n)
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{X(n), n € 7}

Restauration d'images par filtre de Wiener

Original Image Noisy Image Filtering Image

Noisy Imag

B
NoisyImage

€

Exemple reproduit de «MRI Medical Image Denoising by Fundamental Filters», by Ali Hanafy, in High-Resolution Neuroimaging -
Basic Physical Principles and Clinical Applications, Edited by: Ahmet Mesrur Halefoglu, ISBN 978-953-51-3865-5, 2018.
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{X(n), n € 7}

Filtre de Wiener

= Entrée X(n) (WSS) de moyenne nulle avec Ry (k) connu (et donc Sy (f) et
5x(2))
= Sortie Y(n) = (h*X)(n) (WSS)

= Sortie désirée D(n) (WSS) de moyenne nulle avec Ry (k) et Rpx (k)
connu (et donc Sp(f) et Spx(f); Sx(2) et Spx(2) )
- Comment calculer h(n) (ou H(f) ou H(z) ) pour minimiser ¢ =
E[(D(n) — Y (n))*].
= Prédiction linéaire (LPC, linear predictive coding)

X(n) Y(n)

h(n)

13



