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▪ Fonction de répartition jointe:
▪ 𝐹𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦)

▪ Propriétés:

▪ 𝐹𝑋𝑌 −∞, 𝑦 = 𝐹𝑋𝑌 𝑥, −∞ = 0

▪ 𝐹𝑋𝑌 ∞, ∞ = 1

▪ Fonction de répartition marginale:
▪ 𝐹𝑋 𝑥 = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)

▪ Propriété:

▪ 𝐹𝑋𝑌 𝑥, ∞ = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ ∞ = 𝐹𝑋(𝑥)

▪ 𝐹𝑋𝑌 ∞, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ ∞, 𝑌 ≤ 𝑦 = 𝐹𝑌(𝑦)

Paire de variables aléatoires
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▪ 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 =
𝜕2𝐹𝑋𝑌(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
▪ Cas discret:

▪ 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = σ𝑖,𝑗 𝑝𝑖𝑗𝛿(𝑥 − 𝑥𝑖)𝛿(𝑦 − 𝑦𝑗)

▪ Propriétés:

▪ σ𝑖,𝑗 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗) = 1

▪ 𝑃 𝑋 ≤ 𝑎, 𝑌 ≤ 𝑏 = σ𝑥𝑖≤𝑎,𝑦𝑗≤𝑏 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗) = 𝐹𝑋𝑌(𝑎, 𝑏)

Densité de probabilité jointe
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▪ 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 =
𝜕2𝐹𝑋𝑌(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
▪ Cas continu:

▪ Propriétés:

▪ ׬
−∞

∞
׬

−∞

∞
𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 1

▪ 𝑃 𝑋 ≤ 𝑎, 𝑌 ≤ 𝑏 = 𝐹𝑋𝑌 𝑎, 𝑏 = ׬
−∞

𝑎
׬

−∞

𝑏
𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 𝑑𝑥

▪ 𝑃 𝑎1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑎2, 𝑏1 ≤ 𝑌 ≤ 𝑏2 = ׬
𝑎1

𝑎2
׬

𝑏1

𝑏2 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 𝑑𝑥

Densité de probabilité jointe
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▪ Cas continu:

▪ 𝑓𝑋 𝑥 =
𝑑𝐹𝑋(𝑥)

𝑑𝑥
=

𝑑𝐹𝑋𝑌(𝑥,∞)

𝑑𝑥

=
𝑑

𝑑𝑥
න

−∞

𝑥

න

−∞

∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥′, 𝑦′ 𝑑𝑦′𝑑𝑥′

= න

−∞

∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦′ 𝑑𝑦′

▪ 𝑓𝑌 𝑦 = ∞−׬

∞
𝑓𝑋𝑌 𝑥′, 𝑦 𝑑𝑥′

Densité de probabilité marginale
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▪ Cas discret:

▪ 𝑓𝑋 𝑥 = σ𝑖,𝑗 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗 𝛿(𝑥 − 𝑥𝑖)

▪ 𝑓𝑌 𝑦 = σ𝑖,𝑗 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗 𝛿(𝑦 − 𝑦𝑗)

▪ 𝑃 𝑋 ≤ 𝑎 = σ𝑥𝑖≤𝑎 σ𝑗 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗)

▪ 𝑃 𝑋 = 𝑎 = σ𝑗 𝑃(𝑋 = 𝑎, 𝑌 = 𝑦𝑗)

Densité de probabilité marginale
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▪ Deux v.a. 𝑋 et 𝑌 sont indépendantes si 
𝐹𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌 𝑦

d’où

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌 𝑦

▪ Cas discret:
▪ 𝑃 𝑋 = 𝑎, 𝑌 = 𝑏 = 𝑃 𝑋 = 𝑎 𝑃(𝑌 = 𝑏)

▪ Propriété:
▪ 𝑋 ⊥ 𝑌 ⇒ 𝑔(𝑋) ⊥ ℎ(𝑌)

Variables aléatoires indépendantes
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▪ 𝑌1 = 𝑔1 𝑋1, 𝑋2

𝑌2 = 𝑔2(𝑋1, 𝑋2)

▪ Soit 𝑥1,𝑖 , 𝑥2,𝑖 une racine de

𝑦1 = 𝑔1 𝑥1,𝑖 , 𝑥2,𝑖

𝑦2 = 𝑔2(𝑥1,𝑖 , 𝑥2,𝑖)

▪ Alors

𝑓𝑌1𝑌2
𝑦1, 𝑦2 = ෍

𝑖

𝑓𝑋1𝑋2
(𝑥1,𝑖 , 𝑥2,𝑖)

𝐽(𝑥1,𝑖 , 𝑥2,𝑖)

où le Jacobien de (𝑔1, 𝑔2) est  𝐽(𝑥1, 𝑥2) =

𝜕𝑔1

𝜕𝑥1

𝜕𝑔1

𝜕𝑥2

𝜕𝑔2

𝜕𝑥1

𝜕𝑔2

𝜕𝑥2

Fonctions de deux variables aléatoires
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▪ 𝑌1 = 𝑔1 𝑋1, 𝑋2 = 𝑎11𝑋1 + 𝑎12𝑋2 + 𝑏1

𝑌2 = 𝑔2 𝑋1, 𝑋2 = 𝑎21𝑋1 + 𝑎22𝑋2 + 𝑏2

▪ 𝑌 = 𝑔 𝑋 = 𝐴𝑋 + 𝑏, 𝑋 = 𝐴−1(𝑌 − 𝑏)

𝐽 𝑥1, 𝑥2 =
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
= 𝑎11𝑎22 − 𝑎21𝑎12 = det 𝐴

▪ 𝑓𝑌 𝑦 =
𝑓𝑋(𝐴−1𝑦−𝐴−1𝑏)

det 𝐴

Cas particulier: fonction linéaire
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▪ 𝑌1 = 𝑋1 + 𝑋2

▪ 𝑌2 = 𝑋2

𝑌1

𝑌2
=

1 1
0 1

𝑋1

𝑋2

𝑓𝑌1𝑌2
𝑦1, 𝑦2 =

𝑓𝑋1𝑋2
1 1
0 1

−1 𝑦1
𝑦2

det
1 1
0 1

=
𝑓𝑋1𝑋2(

1 −1
0 1

𝑦1
𝑦2

)

1
=

= 𝑓𝑋1𝑋2
𝑦1 − 𝑦2, 𝑦2 = 𝑓𝑋1

𝑦1 − 𝑦2 𝑓𝑋2
(𝑦2)

▪ D’où 𝑓𝑌1
𝑦1 = ׬

−∞

∞
𝑓𝑌1𝑌2

𝑦1, 𝑦2 𝑑𝑦2

= ∞−׬

∞
𝑓𝑋1

𝑦1 − 𝑦2 𝑓𝑋2
(𝑦2) 𝑑𝑦2

▪ En d’autres mots: 𝑓𝑌1
= 𝑓𝑋1

∗ 𝑓𝑋2
(convolution)

Exemple: somme de deux v.a. 𝑿𝟏 ⊥ 𝑿𝟐
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▪ 𝑍 = 𝑔 𝑋, 𝑌

▪ 𝐸 𝑍 = ׬
−∞

∞
׬

−∞

∞
𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

▪ 𝐸 𝑍 = σ𝑖,𝑗 𝑔 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗)

▪ Exemple 1: 𝑍 = 𝑋 + 𝑌

▪ 𝐸 𝑍 = ׬
−∞

∞
׬

−∞

∞
𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

= න

−∞

∞

න

−∞

∞

(𝑥 + 𝑦)𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

= න

−∞

∞

න

−∞

∞

𝑥 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 + න

−∞

∞

න

−∞

∞

𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

= න

−∞

∞

𝑥 𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 + න

−∞

∞

𝑦 𝑓𝑌 𝑦 𝑑𝑦 = 𝐸 𝑋 + 𝐸[𝑌]

Espérance mathématique
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▪ Exemple 2: 𝑍 = 𝑋𝑌, 𝑋 ⊥ 𝑌

▪ 𝐸 𝑍 = ׬
−∞

∞
׬

−∞

∞
𝑥𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

= න

−∞

∞

න

−∞

∞

𝑥𝑦 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

= න

−∞

∞

𝑥𝑓𝑥 𝑥 𝑑𝑥 න

−∞

∞

𝑦𝑓𝑌 𝑦 𝑑𝑦

= 𝐸 𝑋 𝐸[𝑌]

▪ Attention: si (mais pas seulement si) indépendants!

Espérance mathématique
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▪ Attention: si (mais pas seulement si) indépendants!

Espérance E[XY] vs E[X]E[Y]
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▪ 𝐸 𝑋𝑛𝑌𝑚 = ∞−׬

∞
∞−׬

∞
𝑥𝑛 𝑦𝑚𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

▪ 𝐸 𝑋𝑛𝑌𝑚 = σ𝑖 σ𝑗 𝑥𝑖
𝑛𝑦𝑗

𝑚 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗)

Moment joint de 𝑿 et 𝒀
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▪ 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌 =
= 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝑌 − 𝜇𝑌𝑋 + 𝜇𝑋𝜇𝑌 =
= 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝐸 𝑌 − 𝜇𝑌𝐸 𝑋 + 𝜇𝑋𝜇𝑌 =
= 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝜇𝑌 − 𝜇𝑌𝜇𝑋 + 𝜇𝑋𝜇𝑌 =
= 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸[𝑌]

▪ Coefficient de corrélation:

𝜌𝑋𝑌 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

𝜎𝑋𝜎𝑌

▪ 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 0 ⇔ 𝑋 et 𝑌 décorrélées
𝐸 𝑋𝑌 = 0 ⇔ 𝑋 et 𝑌 orthogonales

Covariance
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▪ Propriétés:
▪ 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑋 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝜎𝑋

2

▪ 𝑋 ⊥ Y ⇒ 𝐸 𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌
𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 0, et  𝜌 = 0

▪ 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) ≤ 𝜎𝑋𝜎𝑌, et donc 𝜌𝑋𝑌 ≤ 1

▪ Dém: 

 0 ≤ 𝐸 𝜆 𝑋 − 𝜇𝑋 − 𝑌 − 𝜇𝑌
2

=

= 𝐸 𝜆2 𝑋 − 𝜇𝑋
2 − 2𝜆 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌 + 𝑌 − 𝜇𝑌

2 =
= 𝜆2𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋

2 − 2𝜆𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌

+ 𝐸 𝑌 − 𝜇𝑌
2 =

= 𝜎𝑋
2𝜆2 − 2𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 𝜆 + 𝜎𝑌

2
→ éq. quadratique en 𝜆

 Discriminant  = 4 𝐶𝑜𝑣2 𝑋, 𝑌 − 4𝜎𝑋
2𝜎𝑌

2 ≤ 0

 ⇒ 𝐶𝑜𝑣2 𝑋, 𝑌 ≤ 𝜎𝑋
2𝜎𝑌

2

Covariance
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▪ Φ𝑋𝑌 𝜔1, 𝜔2 = ׬
−∞

∞
׬

−∞

∞
𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑒𝑗(𝜔1𝑥+𝜔2𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

𝐸[𝑒𝑗(𝜔1 𝑋+𝜔2 𝑌)]

▪ Propriétés:

▪ 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 =
1

4𝜋2 ׬
−∞

∞
׬

−∞

∞
Φ𝑋𝑌 𝜔1, 𝜔2 𝑒−𝑗(𝜔1𝑥+𝜔2𝑦)𝑑𝜔1𝑑𝜔2

▪ Φ𝑋 𝜔 = Φ𝑋𝑌 𝜔, 0

▪ Φ𝑌 𝜔 = Φ𝑋𝑌 0, 𝜔

𝐸 𝑋𝑚𝑌𝑛 = 𝑗− 𝑚+𝑛 𝜕𝑚+𝑛Φ𝑋𝑌 𝜔1,𝜔2

𝜕𝜔1
𝑚𝜕𝜔2

𝑛
𝜔1,𝜔2 =(0,0)

▪ 𝑋 ⊥ 𝑌 ⇒ 𝑒𝑗𝜔1𝑋 ⊥ 𝑒𝑗𝜔2𝑌

⇒ 𝐸 𝑒𝑗𝜔1𝑋𝑒𝑗𝜔2𝑌 = 𝐸 𝑒𝑗𝜔1𝑋 𝐸 𝑒𝑗𝜔2𝑌

⇒ Φ𝑋𝑌 𝜔1, 𝜔2 = Φ𝑋 𝜔1 Φ𝑌(𝜔2)

▪ 𝑍 = 𝑋 + 𝑌, 𝑋 ⊥ 𝑌 ⇒ Φ𝑍 𝜔 = Φ𝑋 𝜔 Φ𝑌 𝜔

Fonction caractéristique jointe
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▪ ෢Φ𝑋𝑌 𝑠1, 𝑠2 = 𝐸 𝑒𝑠1𝑋+𝑠2𝑌 =

= න

−∞

∞

න

−∞

∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑒𝑠1𝑥+𝑠2𝑦𝑑𝑥 𝑑𝑦

▪ Propriété:

▪ ෢Φ𝑋𝑌 𝑗𝜔1, 𝑗𝜔2 = Φ𝑋𝑌(𝜔1, 𝜔2)

Fonction génératrice des moments
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▪ Cas discret:

▪ 𝑃 𝑋 = 𝑥 𝑌 = 𝑦 =
𝑃(𝑋=𝑥,𝑌=𝑦)

𝑃(𝑌=𝑦)
si 𝑃 𝑌 = 𝑦 > 0

▪ 𝑃 𝑌 = 𝑦 𝑋 = 𝑥 =
𝑃(𝑋=𝑥,𝑌=𝑦)

𝑃(𝑋=𝑥)
si 𝑃 𝑋 = 𝑋 > 0

▪ Si 𝑃 𝑌 = 𝑦 = 0, 𝑃 𝑋 = 𝑥 𝑌 = 𝑦 = 0
𝑃 𝑋 = 𝑥 = 0, 𝑃 𝑌 = 𝑦 𝑋 = 𝑥 = 0

▪ Cas continu:

▪ 𝑓𝑋|𝑌 𝑥 𝑦 =
𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦)

𝑓𝑌(𝑦)
si 𝑓𝑌 𝑦 > 0

▪ 𝑓𝑌|𝑋 𝑦 𝑥 =
𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
si 𝑓𝑋 𝑥 > 0

Densité de probabilité conditionnelle
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▪ Cas continu:

▪ 𝐸 𝑋 𝑦 = ׬
−∞

∞
𝑥 𝑓𝑋|𝑌 𝑥 𝑦 𝑑𝑥

▪ Cas discret:
▪ 𝐸 𝑋 𝑦 = σ𝑖 𝑥𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖|𝑌 = 𝑦)

▪ Remarque:
▪ 𝐸 𝑋 𝑦 = 𝑔(𝑦), donc 𝐸 𝑋 𝑌 = 𝑔(𝑌) est une v.a.!

▪ 𝐸 𝐸 𝑋 𝑌 = ׬
−∞

∞
𝐸 𝑋 𝑦 𝑓𝑌 𝑦 𝑑𝑦 =

= න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑥 𝑓𝑋|𝑌 𝑥 𝑦 𝑑𝑥 𝑓𝑌 𝑦 𝑑𝑦 =

= න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑥 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

= න
−∞

∞

𝑥 න
−∞

∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = න
−∞

∞

𝑥𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐸[𝑋]

Espérance conditionnelle
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▪ 𝑍 = 𝑋 + 𝑗𝑌

▪ 𝜇𝑍 = 𝐸 𝑍 = 𝐸 𝑋 + 𝑗𝐸 𝑌 = 𝜇𝑋 + 𝑗𝜇𝑌

▪ 𝜎𝑍
2 = 𝐸 𝑍 − 𝜇𝑍

2 = 𝐸 𝑍 − 𝜇𝑍
∗ 𝑍 − 𝜇𝑍 = 𝜎𝑋

2 + 𝜎𝑌
2

▪ 𝐶𝑜𝑣 𝑊, 𝑍 = 𝐸 𝑊 − 𝜇𝑊
∗ 𝑍 − 𝜇𝑍

▪ 𝐶𝑜𝑣 𝑍, 𝑊 = 𝐶𝑜𝑣∗(𝑊, 𝑍)

▪ Matrice de covariance:

Σ =
𝜎𝑊

2 𝐶𝑜𝑣(𝑊, 𝑍)

𝐶𝑜𝑣(𝑍, 𝑊) 𝜎𝑍
2 hermitienne et s.d.p.

Variable aléatoire complexe
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▪ 𝐹𝑋1𝑋2…𝑋𝑛
𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = 𝑃(𝑋1 ≤ 𝑥1, … , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛)

▪ 𝑓𝑋1𝑋2…𝑋𝑛
𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 =

𝜕𝑛

𝜕𝑥1𝜕𝑥2…𝜕𝑥𝑛
𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

▪ Densité marginale:

▪ 𝑓𝑋1
𝑥1 = ׬

−∞

∞
… ׬

−∞

∞
𝑓𝑋1𝑋2…𝑋𝑛

𝑥1, … , 𝑥𝑛 𝑑𝑥2 … 𝑑𝑥𝑛

▪ 𝑓𝑋3𝑋5
𝑥3, 𝑥5 =

׬
−∞

∞
… ׬

−∞

∞
𝑓𝑋1𝑋2…𝑋𝑛

𝑥1, … , 𝑥𝑛 𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥4𝑑𝑥6 … 𝑑𝑥𝑛

▪ Densité conditionnelle:

▪ 𝑓𝑋1
𝑥1 𝑥2, … , 𝑥𝑛 =

𝑓𝑋1…𝑋𝑛(𝑥1,…,𝑥𝑛)

𝑓𝑋2…𝑋𝑛(𝑥2,…,𝑥𝑛)

Vecteurs aléatoires (𝒏 ≥ 𝟐)
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▪ Rappel:
▪ V.a. gaussienne scalaire:

𝑓𝑋 𝑥 =
1

2𝜋𝜎
exp −

𝑥 − 𝜇 2

2𝜎2

▪ 𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) sont des gaussiennes jointes ssi

𝑓𝑋 𝑥 =
1

2𝜋 𝑛 det Σ
exp −

1

2
𝑥 − 𝜇 𝑇Σ−1(𝑥 − 𝜇) ,

avec 𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛
𝑇 et 𝜇 = 𝜇1, … , 𝜇𝑛

𝑇 =

𝐸 𝑋1 , … , 𝐸 𝑋𝑛
𝑇

▪ Matrice de covariance (s.d.p.):

Σ = 𝐸 𝑋𝑋𝑇 − 𝜇𝜇𝑇 =
𝜎1

2 𝐶𝑜𝑣[𝑋1, 𝑋2] …

𝐶𝑜𝑣(𝑋2, 𝑋1) 𝜎2
2

⋮ ⋱

V.a. gaussiennes jointes/multivariées
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▪ Fonction caractéristique:
▪ Φ𝑋1,…,𝑋𝑛

𝜔1, … , 𝜔𝑛 = Φ𝑋 𝜔 =

= 𝐸 𝑒𝑗(𝜔1𝑥1+𝜔2𝑥2+⋯+𝜔𝑛𝑥𝑛

= exp 𝑗𝜇𝑇𝜔 −
1

2
𝜔𝑇Σ𝜔

▪ Propriétés:
▪ V.a. gaussienne jointe est 

entièrement déterminée par les 
moments d’ordre 1 et 2

▪ Tous les autres moments sont 
fonctions de ceux d’ordre 1 et 2

V.a. gaussiennes jointes/multivariées
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1 𝜇1

𝜇2 𝜎12

𝜎2
2

𝜎1
2

0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

Ordre 1: Moyenne 𝜇

Ordre 2: Var/covar Σ

Ordre >2: Déterminés



▪ Propriétés (cont.):
▪ 𝑌 = 𝐴𝑋

▪ 𝑓𝑌 𝑦 =
𝑓𝑋(𝐴−1𝑦)

| det 𝐴|
=

1

2𝜋 𝑛 det Σ det 𝐴
exp ൬

൰

−
1

2
(

)

𝐴−1𝑦 −

𝜇 𝑇Σ−1 𝐴−1𝑦 − 𝜇

▪ 𝐴−1𝑦 − 𝜇 𝑇 = 𝐴−1(𝑦 − 𝐴𝜇) 𝑇 = 𝑦 − 𝐴𝜇 𝑇 𝐴−1 𝑇

▪ 𝐴−1𝑦 − 𝜇 𝑇Σ−1 𝐴−1𝑦 − 𝜇 =
= 𝑦 − 𝐴𝜇 𝑇 𝐴−1 𝑇Σ−1𝐴−1 𝑦 − 𝐴𝜇 =
= 𝑦 − 𝐴𝜇 𝑇 𝐴Σ𝐴𝑇 −1 𝑦 − 𝐴𝜇 =
= 𝑦 − 𝑚 𝑇𝑆−1(𝑦 − 𝑚)

▪ où 𝑆 = 𝐴Σ𝐴𝑇 et  𝑚 = 𝐴𝜇

▪ Conclusion: 𝑌~𝑁(𝑚, 𝑆), gaussienne jointe

▪ Application: avec 𝐴 bien choisi on peut diagonaliser Σ

V.a. gaussiennes jointes/multivariées
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Exemple v.a. gaussienne jointe
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[source: perfeval.epfl.ch]

𝑋: 𝑁 𝜇 =
0
0

, Σ =
1 0
0 1

𝑌 =
1 0

0.5 0.86
𝑋



▪ 𝑋1 𝜁 , 𝑋2 𝜁 , … , 𝑋𝑛 𝜁 : suite de réels

▪ Convergence presque sure/presque partout
▪ («almost surely», «with probability one»)

𝑃 𝜁: lim
𝑛→∞

𝑋𝑛 𝜁 = 𝑋 𝜁 = 1

𝑃 𝑋𝑛 → 𝑋 = 1 quand 𝑛 → ∞
▪ Critère de convergence presque sûre: pour tout   

෍
𝑛=1

∞

𝑃 𝑋𝑛 − 𝑋 ≥ 𝜀 < ∞ ⟹ 𝑃 lim
𝑛→∞

𝑋𝑛 → 𝑋 = 1

Convergence de variables aléatoires
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Convergence: illustration
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𝑋𝑛 → 𝑋
presque partout

𝜁1: 𝑋1,2,3,…(𝜁1)

𝑋(𝜁1)…

𝜁2: 𝑋1,2,3,…(𝜁2) 𝑋(𝜁2)…

…

𝑃 𝑋𝑛 → 𝑋 = 1

𝜁17: 𝑋1,2,3,…(𝜁17)
…

pas de limite

«partout»

«presque»



▪ 𝑋1 𝜁 , 𝑋2 𝜁 , … , 𝑋𝑛 𝜁 : suite de réels

▪ Convergence presque sure/presque partout
▪ («almost surely», «with probability one»)

𝑃 𝜁: lim
𝑛→∞

𝑋𝑛 𝜁 = 𝑋 𝜁 = 1

𝑃 𝑋𝑛 → 𝑋 = 1 quand 𝑛 → ∞
▪ Convergence en distribution

▪ 𝐹𝑋𝑛
(𝑥) = fonction de répartition de 𝑋𝑛

▪ 𝐹(𝑥) = fonction de répartition de 𝑋

▪ 𝐹𝑛 𝑥 → 𝐹(𝑥) quand 𝑛 → ∞

Convergence de variables aléatoires
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▪ 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛: suite de v.a. indépendantes et 
identiquement distribuées (i.i.d.)
▪ Moyenne 𝜇 et variance 𝜎2

▪ On construit 𝑍𝑛 = σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖−𝜇

𝑛𝜎2

▪ Théorème central limite:
▪ 𝑍𝑛 → 𝑍~𝑁(0,1) en distribution

▪ 𝐹𝑍𝑛
𝑧 → 𝐹𝑍 𝑧 =

1

2𝜋
׬

−∞

𝑧
𝑒−

𝑧′2

2 𝑑𝑧′ quand 𝑛 → ∞

Théorème central limite
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▪ Démonstration:

▪ Φ𝑍𝑛
𝜔 = 𝐸 𝑒𝑗𝜔𝑍𝑛 = 𝐸 exp 𝑗𝜔 σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖−𝜇

𝑛𝜎2
=

▪ = 𝐸 exp σ𝑖=1
𝑛 𝑗𝜔

𝑋𝑖−𝜇

𝑛𝜎2
=

▪ = 𝐸 ς𝑖=1
𝑛 exp 𝑗𝜔

𝑋𝑖−𝜇

𝑛𝜎2
=

▪ = ς𝑖=1
𝑛 𝐸 exp 𝑗𝜔

𝑋𝑖−𝜇

𝑛𝜎2
= (car 𝑋𝑖 indépendantes)

▪ = 𝐸 exp 𝑗𝜔
𝑋−𝜇

𝑛𝜎2

𝑛
= (car distribuées identiquement)

▪ = 1 +
𝑗𝜔

𝜎 𝑛
𝐸 𝑋 − 𝜇 +

𝑗𝜔 2

2𝜎2𝑛
𝐸 𝑋 − 𝜇 2 + ⋯

𝑛

= (Taylor)

▪ 1 −
𝜔2

2𝑛
+ ⋯

𝑛

≈ 1 −
𝜔2

2𝑛

𝑛

(𝐸 𝑋 − 𝜇 = 0)

Φ𝑍 𝜔 = lim
𝑛→∞

Φ𝑍𝑛
𝜔 = lim

𝑛→∞
1 −

𝜔2

2𝑛

𝑛

= 𝑒−
𝜔2

2

Théorème central limite
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▪ Convergence en probabilité:

▪ ∀𝜖 > 0,  𝑃 𝑋𝑛 − 𝑋 > 𝜖 → 0 quand 𝑛 → ∞
▪ Loi (faible) des grands nombres:

▪ 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 une suite de v.a. i.i.d. de moyenne 𝜇 et de 
variance 𝜎2

▪ 𝑍𝑛 =
1

𝑛
σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖

▪ ∀𝜖 > 0,  𝑃 𝑍𝑛 − 𝜇 > 𝜖 → 0 quand 𝑛 → ∞

Convergence de variables aléatoires
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▪ Loi (faible) des grands nombres (cont.):
▪ Dém:

▪ 𝐸 𝑍𝑛 =
1

𝑛
σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖 =
1

𝑛
𝑛𝜇 = 𝜇

▪ 𝑉𝑎𝑟 𝑍𝑛 = 𝐸 𝑍𝑛 − 𝜇 2 = 𝐸 𝑛−2 σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 − 𝑛𝜇 2 =

▪ = 𝑛−2𝐸 σ𝑖=1
𝑛 (𝑋𝑖 − 𝜇) 2 =

▪ = 𝑛−2𝐸 σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇

2
+ 2 σ𝑖≠𝑗 𝐸[(𝑋𝑖 − 𝜇)(𝑋𝑗 − 𝜇)] =

▪ = 𝑛−2𝑛𝜎2 = 𝜎2/𝑛

▪ Inégalité de Tchebychev:

𝑃 𝑍𝑛 − 𝜇 > 𝜖 ≤
𝜎2

𝑛𝜖2 → 0

Convergence de variables aléatoires
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▪ Convergence en moyenne quadratique («in mean
square»):

▪ 𝐸 𝑋𝑛 − 𝑋 2 → 0
▪ Relations entre les notions de convergence:

Convergence de variables aléatoires
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𝑋𝑛 → 𝑋
presque partout

𝑋𝑛 → 𝑋 
en moyenne
quadratique

𝑋𝑛 → 𝑋 
en probabilité

𝑋𝑛 → 𝑋 
en distribution



Convergence: illustration
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𝑋𝑛 → 𝑋 
en moyenne
quadratique

𝑋𝑛 → 𝑋 
en probabilité

𝑋𝑛 − 𝑋

𝑋𝑛 − 𝑋

0

0−ϵ +ϵ



Convergence: illustration
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𝑋𝑛 → 𝑋 
en distribution

𝐹𝑋(𝑥)

𝐹𝑋1
(𝑥)

𝐹𝑋2
(𝑥)

𝐹𝑋2
(𝑥)

𝑥
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