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Paire de variables aleatoires

= Fonction de répartition jointe:
" Fxy(o,y) =PX <x,Y <y)
= Propriétés:
" Fxy(—0,y) = Fxy(x,—) =0
" Fyy(o0,00) =1
« Fonction de répartition marginale:
= Fy(x) =P(X < x)
= Propriété:
* Fyy(x,0) = P(X < x,Y < ) = Fy(x)
" Fyy(0,y) =P(X <0,V <y) = F(y)



Densité de probabiliteé jointe

_ 0°Fxy(x,y)
- fXY(x;Y) — 9x0y

= Cas discret:
« fxy(x,y) = Zi,j Pij5(x —x;)0(y — )’j)
= Propriétés:
- Zi,jP(X =x, Y =y;) =1
» PX<aY<bh)= insa’yjsb P(X =x;,Y =y;) = Fxy(a,b)




Densité de probabiliteé jointe

_ 0°Fxy(x,y)
- fXY(x;Y) — 9x0y

= Cas continu:
= Propriétés:

2 1% fey(xy)dxdy =1

+ P(X < a,Y <b) =Fyy(ab) = [ [° fir(x,y)dy dx
b

" P(a; <X <ap b <Y <by) = f;lz fblz fxy(x,y)dy dx




Densiteé de probabilité marginale

= Cas continu:
dF x(x) dFXY(x»OO)
x p—
- fx(x) = ix —

f fer (6 )y
fY(Y) — f fXY(x y)dx



Densiteé de probabilité marginale

= Casdiscret:
= fx(x) = Zi,jP(X =X, Y = Yj)S(x — X;)
= fr(y) = Zi,jP(X =X, Y = Yj)5(y _Yj)
" P(X <a) =Yy<a2if PX =x,Y = yj)
= P(X=a) = Z]-P(X =aY =y;)



Variables aleatoires indépendantes

» Deuxv.a. X etY sontindépendantes si
Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y)
d’ou
fxr(x,y) = fx (0 fr (¥)
= Casdiscret:
- PX=aY=b)=P(X =a)P(Y =b)
= Propriéte:
- X1Y= g(X)Lh()



Fonctions de deux variables aleatoires

= Y; = 91X, X32)
Y, = g2(X1, X2)
= Soit (x; ;, %, ;) une racine de
Y1 = 91(x1,i»x2,i)
Y2 = g2(X1,5, X2;)

= Alors
o ) = fxox, (X1, X2,1)
v, v, V1, Y2 i |](x1,i:x2,i)‘
dg1 091
ou le Jacobien de (g1, g,) est J(x1,xy) = ZZ g;z
dx; 0JXx,




Cas particulier: fonction linéaire

* Y1 = 9:1(X1,X3) = a11X; + a2X; + by
Y, = 92(X1,X3) = a1X; + azX; + b,
+ Y=g(X)=AX+b,X=A""(Y - D)
di11 Q12

] X X —

fx(A~ty—A""'b)
] fZ (X) - |det 4]

‘ — a11a22 — a21a12 — detA




Exemple: somme de deuxv.a. X; 1 X,

- Y1:X1+X2
. yz_

il =lo 1l

B fX1X2([é i ﬂgﬂ) fxlxz(ll - gﬂ) B
friv, V1, ¥2) = |det[1 1” = - =
0 1

= fx,x, V1 — Y2, ¥2) = fx, (1 — ¥2) fx, (V2)
D’ou fy,(y1) = f_oooo fr,v, (Y1, ¥2) Ay,
= f_oooo le (y1 — yz)sz (v2) dy,

En d’autres mots:fY1 = le * sz (convolution)
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Espérance mathématique

= Z=g(X,Y)
« E[Z]1= " [T (e y) fry(x y)dx dy
= E[Z1=%;,;9(x,y;)P(X = x,Y = y))
= Exemplel:Z=X+Y

+ EIZ) = [, [2, 9y frr (v y)dx dy =
[

(x+Wfxr(x,y)dx dy =

=)
-
— fxfx(x)dX‘F fyfy(y)dy=E[X]+E[Y]

— 00 — 00

é\gé\g

X foy (x, y)dx dy + j f Y fey (5, y)dx dy =

oo



Espérance mathématique

= Exemple2:Z=XY, X 1Y
foo f foXY(X y)dx dy =

j f xy £ COfy (v) dx dy =

( | fx(x)dx)( yfy(y)dy)
_ EIX|E[Y -

= Attention: si (mais pas seulement si) indépendants!
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Espérance E[XY] vs E[X]E[Y]

= Attention: si (mais pas seulement si) indépendants!



Moment jointde X etY

. E[Xnym™

. E[XnYy™

= o S X" Y fry (x, y)dx dy
= Ziijiny]mP(X =X, Y =y;)
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Covariance

« Cov(X,Y) =E

[(X — ux) (Y — uy)] =

= ;XY__ UxY — uyX + uxpy| =

= F|XY|
= E\XY | — pxpy — dylix + lxhy =
= E|XY

— uxElY] — uy E[X] + pxpy =

— E[X]E[Y]

= Coefficient de corrélation:
Cov(X,Y)

" Pxy =

Ox 0y
« Cov(X,Y)=0 & XetY décorrélées

EIXY]|=0

< X etY orthogonales
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Covariance

= Propriétés:
= Cov(X,X) =Var(X) = g7
- X1Y = E[XY] = E[X]E[Y]
Cov(X,Y) =0,et p=0
« |Cov(X,Y)| < oyoy,etdonc|pyy| <1
= Dém:

- 0<E [(A(X —ux) — (Y — #Y))Zl =
= E[A*(X — ux)? = 24X — u) (Y — uy) + (Y — py)?] =
= VE[(X — ux)?] = 22E[(X — ux)(Y — py)]
+E[(Y — py)?] =
= 041%? — 2Cov(X,Y)A + o7 = éq. quadratique en A

- Discriminant = 4 Cov?(X,Y) — 40507 < 0
+ = Cov?(X,Y) < ofoy
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Fonction caractéristique jointe

» Oyy(wg, wy) = f_oooo f_oooo fxv (x, y)ej(w1x+w2y)dx dy =
E[ej(a)1 X+w-y Y)]
» Propriétés:
= fxr(x,y) = 4_;2 fjooo f_oooo Dyy (W, wy)e T @102V d o), dw,

» Oy(w) = Pyy(w,0)
» Dy(w) = Dyy(0, w)

. myn] — ;—(m+n) 0" D yy (wq,w7)
ELXTYT] = dw'owy

(wl)wZ):(Oro)
s X 1Y = e/wiX | gJw2¥

= E|e/®1Xe/®2Y| = E|e/@1X|E|e/ @Y ]
= Oyy(wq, W) = Py(w;) Py (wy)
cZ=X+Y,X1Y = Oyw) = Oy(w)Py(w)
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Fonction génératrice des moments

= Dyy(sy,5,) = E[est¥ts2Y] =

coO OO

[ [ wteesmacay

— 00 —OO

= Propriéteé:

- axy(]'wb]'wz) = Oyy (w1, wy)
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Densite de probabilité conditionnelle

= Cas discret:
P(X=x,Y=Yy)

= PX=x|Y =y) = =3 siP(Y=y)>0
- PY =y|X=x) = PU;(:;S” siP(X =X)>0

= SiIP(Y=y9)=0,PX=x|Y =y)=0
PX=x)=0,P(Y=y|X=x)=0

= Cascontinu:

+ fay@ly) = ZEE2 i fy () > 0

© frixlo) = L2 sify(x) > 0
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Espérance conditionnelle

= Cascontinu:

E[X|y] = J_ % fryr(xly)dx
= Cas discret:
ElX|y] =X xP(X = x;|Y = y)

= Rem

arque:

E|X|y]l = g(y),donc E[X|Y] = g(Y) estunev.a.!
- E[E[XIY]] =[O, E[X|ylfy(0)dy =

J

r U fo|y<x|y>dx] fo () dy =

rOO (00]
f X fry(x,y) dx dy =

j fxy (x, y)dydx—J xfx(x)dx = E[X]
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Variable aleatoire complexe

- Z=X+jY
" MZ = E|Z] = E|X] + JE[Y] = ux + juy
= 07 = E[|Z — pz1°1 = E[(Z — up)*(Z — up)l = o5 + oy
= Cov(W,Z) = El(W — uy)*(Z — uz)]
. Cov(Z,W) = Cov*(W,Z)
= Matrice de covariance:

0 Cov(W,Z)
Cov(Z,W) o2

hermitienne et s.d.p.
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Vecteurs aléatoires (n > 2)

- FX1X2___Xn(x1,x2, ...,xn) — P(Xl < X1, ...,Xn < xn)
aTl
axlaxz...axn

- lexz...Xn(xpxz» ey X)) =
= Densité marginale:
- le (x) = f_oooo fjooo fxlxz...xn(xp e X )d Xy L dXy
- fxgxs(x3»xs) =
f_oooo f_oooo fxixy..x, (X1, oo, Xp)dXg dxpdx g dxg ... dxy,

= Densité conditionnelle:

.fX X (xlv"ix )
- le(xl‘XZJ ---;xn) — S -

sz...Xn(XZ""lxn)
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V.a. gaussiennes jointes/multivariées

= Rappel:
= V.a. gaussienne scalaire:

1 (x — u)?
fX(x) — \/EO' exp <_ 252 >

= X = (X4, ...,X,) sont des gaussiennes jointes ssi
_ 1 1l NTyY—1(a _
fx() = 7= detZeXp( =W I (x u)),
avecx = [xq, ..., x ) ety = [uqg, oo, ]t =
T

[E[X1], ..., E[X,]]

= Matrice de covariance (s.d.p.):
of Cov[Xy, X,]

Y =E[XX"] —up" = |Cov(X,, X,) 04

.
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V.a. gaussiennes jointes/multivariées

» Fonction caractéristique:

- CDXl,...,Xn(le ""wn) = CDX((U) —

0O 1 2 3 4

o E[ef(w1x1+w2x2+m+wnxn] 0 1 0
1 1 0
o T T
= ex W—=wW LW
P (]ll 2 ) 2 e
= Propriétés: 3
= V.a. gaussienne jointe est 4

entierement déterminée par les
moments d’ordre 1 et 2

= Tous les autres moments sont

fonctions de ceux d’ordre 1 et 2 _

Ordre >2: Déterminés

Ordre 1: Moyenne u
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V.a. gaussiennes jointes/multivariées

« Propriétés (cont.):
= Y = AX

] _ fx(A'y) _ 1 (_1 ~1,, _
fr(y) = | det A _\/(Zn)"detEIdetAleXp 2(‘4 Y

W7y - )

- ATy -w' =A@ A" = -AwTAaT)!

s Ay -w'ET Ay —p) =
=(y—AWTA)ETAT Ny — Aw) =
=(y - AWT(AZAD T (y — Aw) =
=(y-m)'S™(y—m)

= ouS =AZA" et m = Au

= Conclusion: Y~N(m,S), gaussienne jointe

= Application: avec A bien choisi on peut diagonaliser X
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Exemple v.a. gaussienne jointe

[source: perfeval.epfl.ch]

(a) X1, X5 independent (b) X1. X5 dependent
0 1 O 1 0
= 1o 0 1 0.5 0.86
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Convergence de variables aléatoires

« X1(0),X,(0), ..., X,,(0): suite de réels

= Convergence presque sure/presque partout
= («almost surely», «with probability one»)

+ P{¢: lim X, () = X (D)} =1
P(X, > X)=1 quandn » o
= Critere de convergence presque sire: pour tout &> 0,
z:_lP(an —X|Ze)<o0 = P(Ai_)rgoXn —>X) =1
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Convergence: illustration

X, =X
presque partout P(X,—-X)=1

- @ X (1)
(1 X1,2.3,.(C1 >
N W ® X({,)

>
«partout»

«presque»

Was de limite
C17° X123,..(¢17)

>
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Convergence de variables aléatoires

« X1(0),X,(0), ..., X,,(0): suite de réels

= Convergence presque sure/presque partout
= («almost surely», «with probability one»)

+ P{¢: lim X, () = X (D)} =1
P(X, > X)=1 quandn » o
= Convergence en distribution
= Fyx_(x)=fonction de répartition de X,

« F(x) =fonction de répartition de X
« E,(x) » F(x) quandn - o
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Théoreme central limite

« X1, X,,...,X,: suite de v.a. indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.)
= Moyenne u et variance 02

= Onconstruit Z,, = ).

i= 1\/7
= Théoreme central limite:
= Z, > Z~N(0,1) en distribution

2
Z’

= Fy (z) - F;(2) = — 2dz" quandn — o

yA
mf—ooe

30



Théoreme central limite

= Démonstration:
« @y, () = E[e/n] = E [exp (jo ZI, 7=5)] =

« = |exp (I, jo7=%)| =
» =E Hnlexp(JwH) =

E[exp (]a)x/i) = (car{X;} indépendantes)
. = (E [exp (]a) j(nTuz)Dn = (cardistribuéesidentiquement)

. . N2 n
= (1+L2EX — il + 22 E[(X - %] + ) = (Taylon

L w2

() = lim @) = lim (1-2)" =%

Nn—oo 2n

: (1—w—2+---)nz(1—?—;)n (E|X — u] = 0) \/



Convergence de variables aléatoires

= Convergence en probabilité:
Ve>0, P{|X, — X|>€} >0 quandn -
= Loi (faible) des grands nombres:

= X1,X5,...,X,, unesuite dev.a. i.i.d. de moyenne u et de

variance g2
— 1 n
- Zn - i=1Xi

n

« Ve >0, P{|Z,, —u| > €} >0 quandn -
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Convergence de variables aléatoires

= Loi (faible) des grands nombres (cont.):
= Dém:

1 1
"ElZ ] =-2is Xi=—nu=up

« Var[Z,] = E[(Z, — w)?] = En2(C, X; — nw)?] =
- =n?E[QL (X, —w)?] =

- = n-ZE[z L= 07 ]+ 280 B[ — (X — )] =
 =n"%no? =0%/n
= Inégalité de Tchebychev:

2

*P(|Zp—ul>€) <— -0

ne?

33



Convergence de variables aléatoires

= Convergence en moyenne quadratique («in mean
square»):

- E[(X,, —X)?] > 0

= Relations entre les notions de convergence:

X, > X

presque partout
X, > X 9 X, > X

en probabilité en distribution
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Convergence: illustration

X, > X
en probabilité
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Convergence: illustration
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