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1 Variables aléatoires (v.a.) : généralités et définitions

Si A, B sont des événements aléatoires, et si {Aj,..., A,} est une partition de 'espace (2,
e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)
e (Théoreme des probabilités totales) P(B) = > | P(B | A;)P(4;).

e (Regle de Bayes) P(4; | B) = Z?I:ﬁ’l%\)i()%()fh)'

Fonction de répartition de la v.a. X : Fx(z) = P(X < x)

Densité de probabilité de la v.a. X : fx(x) = dei‘m(m).

Ix ()
i |g’(x;)]

Changement de v.a. SiY = g(X) avec g(-) une fonction continue, fy(y) = > ou x;

sont les racines de 1'équation y = g(x).

Espérance d’une fonction de v.a.

Blo(0) = [ g(@)fx(@)d.

—00

Quelques moments particuliers :
e Moyenne : ux = E[X] = [7_afx(z)dz (Cas discret : px = Y, P(X = z;)x;).
e Variance : VAR[X] = 0% = E[(X — ux)? = E[X?] — p%.

e Fonction caractéristique : ®x(w) = Ele/*X] = [ e/“? fy(2)dx. Transformée inverse :
—j ) d"®
fx(@) =5 [70 e 7%"®(w)dw. Moment d’ordre k : E[X*] = jik#@)w:d

e Fonction génératrice de moment : ®x(s) = ElesX] = 72 e fx (z)da.
e Fonction génératrice de probabilité (pour une v.a. discréte dont le domaine est inclus
dans N) : Gx(2) = E[z¥] = Y22, 2°P(X = k). Transformée inverse : P(X = k) =
LACGx@) | Moments : E[X(X — 1)(X —2) - (X —k+1)] = £6x&)

0

kU dzk |, dzhk

z=1
Inégalités.
e Markov:Si X >0eta>0, P(X >a) <E[X]/a.
e Tchébytcheff : Sib >0, P(|X — ux| > b) < 0% /b2
e Chernoff : Siz,s >0, P(X > ) < e 5 ®x(s).



2 Exemples de variables aléatoires

2.1 Variable aléatoire de Bernoulli

La fonction indicatrice 14 d'un événement A lié & une expérience aléatoire est

0 si A,

Cette fonction est donc une v.a. X = I4, qui prend une des valeurs de Sx = {0,1} avec les
probabilités P(X =0) =1—pet P(X =1) =p, ou p= P(A), et est appelée variable aléatoire
de Bernoulli de paramétre p. On calcule aisément sa moyenne

px = E[X] =p, (2)
sa variance
0% = E[X*] =y =p—p" =p(1-p) (3)
et sa fonction génératrice de probabilité

Gx(z)=1—p+p=. (4)

2.2 Variable aléatoire binomiale

La v.a. X comptant le nombre de succés obtenus est la variable aléatoire binomiale de paramétres
(n,p), qui s’exprime & partir de la fonction indicatrice par

X:IAl —I—IA2 +"‘+IAn-
Son domaine est donc Sx = {0,1,2,...,n}. Sa loi de probabilité est donnée par
pe = P(X =k) = Cppt (1 —p)" " (5)

ou

AN n!
Cn = <k> - kl(n — k)

A Paide de la formule du binéme (ou plus simplement en utilisant le fait que X est une somme
de v.a. de Bernoulli indépendantes), on trouve

px = E[X] = np, (6)
o% = np(1 —p), (7)
Gx(z) = (1 —p+p2)" (8)

2.3 Variable aléatoire géométrique

Dans une premiére version, la variable aléatoire géométrique de paramétre p X compte le nombre
d’échecs avant le premier succes. Par conséquent, son domaine est Sx = {0,1,2,...} et sa loi de
probabilité est donnée par

pe=P(X =k) =p(l—p)". (9)



On trouve, en recourant aux formules relatives aux progressions géométriques,

px = Blx] = —2, (10)
o = 1p_2p, (11)
Gx(z) = ﬁ (12)

Dans une seconde version, la variable aléatoire géométrique de parameétre p X' compte le nombre
d’essais avant le premier succes. Par conséquent, X’ = X + 1, son domaine est Sy = {1,2,...}
et sa loi de probabilité est donnée par

P =P(X' =k)=p(1—p)F! (13)

s = BIX = . (14)
a§=1;3 (15)
Gxi(z) = ﬁ (16)

2.4 Variable aléatoire de Poisson

La variable aléatoire de Poisson, de paramétre AT > 0, est définie par la loi de probabilité

AT)F
p=P(X=k) = ( k‘) e, (17)
En utilisant le développement de e’ en série de Taylor, on obtient aprés quelques manipula-
tions
px = E[X] = AT, (18)
0% = \T, (19)
Gx(z) = D), (20)

La v.a. de Poisson a la propriété d’étre la limite d’une v.a. binomiale B(n, p), lorsque n — oo et
p — 0.
2.5 Variable aléatoire uniforme

Une variable aléatoire uniforme continue sur un intervalle [a,b] = Sx est définie par sa densité
de probabilité

1/(b—a) sia<z<b,
fx(z) = { . (21)
0 sinon.
On calcule immédiatement sa moyenne
a+b
ux = E[X] = 9 (22)



sa variance

b 2 2
1 (a+0b) (b—a)
2 X2 2 2
Ox [X*7] — X /axb—ax 4 12 (23)
et sa fonction caractéristique
b jwb jwa
1 . eJwb _ oJ

P = JOTdy = ———— | 24
X (w) /a b—at (b—a)jw (24)

2.6 Variable aléatoire gaussienne

Une variable aléatoire gaussienne X de paramétres (i, o) est définie par sa densité de probabi-
lité
1 _@-w?

fx(z) = 202, (25)

= e
oV 2w

L’interprétation des parameétres u et o est fournie par le calcul de sa moyenne et de sa variance.
En effet, p n’est autre que la moyenne, car la fonction fx(z) est symmétrique autour du point

T = p,

e = E[X] = p, (26)
tandis que o est ’écart-type car le calcul de la variance donne
2 2 2 1 g w2 2 2
ox = E[X*| —pu; = ze 202 dr—p=---=o0". (27)
oV21 J_

La fonction de répartition doit étre calculée numériquement ou a l'aide de tables (fonction Q(-)

ou erf(+))

FX(:c):\/%/ ’ 652/2d§:1—erf<$;“> (28)

car cette intégrale n’est pas connue sous forme analytique. Sa fonction caractéristique est :

o2w?

Dy (w) = el "2, (29)

Une v.a. gaussienne centrée et normalisée, i.e., dont la moyenne est p = 0 et 'écart-type 0 = 1,
est encore appelée variable aléatoire normale.

2.7 Variable aléatoire exponentielle

Une variable aléatoire exponentielle mesure le temps entre deux arrivées successives dans un

processus poissonien. Elle est a valeurs positives Sy = [0, 00[ et est paramétrisée par un réel
positif A > 0. Sa densité de probabilité est
fx(z) = Xe 2, (30)

ce qui permet de calculer sa fonction de répartition, sa moyenne, sa variance et sa fonction
caractéristique :

Fx(z) =1, (31)
1
px = BIX] = 5, (32)
1
0’%{ = Fa (33)
Dy (w :/ D L — 34
@= [ — (34)



La v.a. exponentielle est la seule v.a. continue sans mémoire : P(X >t+T | X >t) = P(X >
T).

2.8 Variable aléatoire Gamma

Pour introduire cette v.a., il faut d’abord introduire la fonction I'(-) définie pour u > 0 par

o0
I(u) = / e dx
0
Elle posséde les propriétés

r(1/2) = Vi,
I(u+1) = ul'(u),
I(u) = (u—1)! siueN.

Une variable aléatoire Gamma G(\, «) est une v.a. a valeurs strictement positives (Sx = |0, oo]),
paramétrisée par deux réels positifs o, A > 0 et définie par sa densité de probabilité

)\()\x)a—le—)\x

fx (@) = (o) (35)
Sa moyenne, sa variance et sa fonction caractéristique sont données par
px = B[X] = 3. (36)
0% = % (37)
Bx(w) = = - e (38)

Beaucoup de v.a. continues sont des cas particuliers de la v.a. Gamma(\, o). Par exemple, la
v.a. G(A,m) ou m € N est une variable aléatoire d’Erlang de paramétres (A, m). Comme m est

entier, devient

A(/\l.)mflef)\z

fx(z) = (m—1),

(39)

En particulier, la v.a. d’Erlang lorsque m = 1 est une v.a. exponentielle.

Par contre, si A = 1/2 et si a = v/2 avec v € N, la v.a. G(1/2,v/2) est une variable aléatoire
Chi-carré x*(v) a v degrés de liberté. Dans ce cas devient

x(l/72)/2€72/2

fX('r): 2V/2F(l//2) :

(40)

3 Vecteurs aléatoires

Fonction de répartition de la paire de v.a. X,Y : Fxy(z,y) = P{X <z} n{Y < y}).



Changement de v.a. Sigi(-) et ga2(-) sont deux fonctions continues, la densité de probabilité
jointe des variables

Z =g1(X,)Y),
W = gQ(X,Y)

s’exprime en fonction de la densité jointe des v.a. X et Y comme suit.

Soit (z,w) une paire de valeurs particuliéres que peuvent prendre la paire de v.a. (Z, W), et

soient (z1,y1), (x2,92), ..., (Tm,Ym) les m racines respectives du systéme d’équations
z=g1(z,y),
w = g2z, y).

le Jacobien de la transformation (gi(+), g2(+)) est le déterminant

991(z,y)  9g2(x,y)

J(z,y) =det | % ow
(z,9) Og1(zy)  9g2(zy)
oy oy
Alors on peut montrer que
fZW Z w Z fXY ':E’L’yl (41)
|J xzayz

L’espérance d’une fonction de v.a. G(X,Y) = Z, oi X et Y sont deux v.a. de densité de
probabilité jointe fxy (z,y), est

BlZ) = Ely(x.v) = [ h / " @0y (o, y)dady

Dans le cas discret, cette grandeur devient, avec p;; = P(X = z;, Y = y;),

E[Z]) = E[g(X,Y)] = Zg(xi,yj)pw-

Moments particuliers :

e COVIX,Y] = E[XY] — uxpy = E[XY] — E[X]E[Y].

e Fonction caractéristique : @Xy(wl,wg) = Elei(@1X+w2Y)] — f f Jwiztway) foy (2, y)dody.

Transformée inverse : fxy(z,y) 47T2 f f e J w1x+w2y)¢xy(w1,w2)dw1dw2 Les mo-
ments joints peuvent étre calculés par

1 M ®xy (wr,ws)

jm-H’b 8&)7171801721 (w1,w2)=(0,0) .

E[X"Y"] =

e Fonction génératrice de moment : <i>(51, 59) = Eles1X+s2Y] f f eS1T82Y oy (x, y)dady.



Densité de probabilité conditionelle. Considérons d’abord deux v.a. discrétes X et Y.

P(XZ[I},,Y:y])

PX =z |Y =y;) = P =) si P(Y =y;) # 0, (42)
P =y | X =) = & “;;i’:’;; ) SP(X=m)£0,  (43)
PX=uxz;|Y=y;)=0 siP(Y—y]):O (44)

Si X est une v.a. continue tandis que Y est une v.a. discréte, la fonction de répartition conditionelle

est

P(X <z,Y =yj)
P(Y =y;)

PX <z|Y =y;) = Fxy(z]y;) =0 st P(Y =y;) =0 (47)

P(X <z |Y =y;)=Fxy(r|yj) =

siP(Y =y;) #0,  (46)

et la densité de probabilité conditionelle de X étant donné que Y = y; est

dFxy(z | y;)

Ifxyy (@ |y;) = .

Si X et Y sont deux v.a. continues, la densité de probabilité conditionnelle de X si Y = y
est

(e y) = T Lorte), (1)

V.a. gaussiennes multivariées. Les v.a. X1, Xs,..., X, sont des variables aléatoires gaus-
siennes jointes ssi leur densité jointe de probabilité est

1 )T (e
leXQH_Xn(xl,I'Q, ce ,xn) = fx(x) = W@ 2(w wrE (e H)’ (49)
ou
p=[BEX1] - E[X,]",
0%, COV[X1,X2] --- COV[X1,X,]

COV[Xa, X1] 0%, <o COV[Xa, Xy

COV[X,, X1] COVI[X,, X3 --- 0%,
Fonction caractéristique : ®x, x,. x, (w1, w2, ..., wy) = Px(w) = eInfw—zwi e g; X1, Xo9,..., X0, X

sont des v.a. gaussiennes jointes de moyennes nulles,

E[X1X2X3X4] = E[XlXQ]E[X3X4] + E[X1X3]E[X2X4] + E[X1X4]E[X2X3],
E[X1 Xy ... Xop11] =0,
[X2k‘+1] — 0
EX*=1.3.5-7---(2k —1)0%



4 Convergence de suites de variables aléatoires

Convergence presque siire (ou presque partout) : définition. La suite de v.a. {X,,}n>1
converge presque stirement vers X lorsque

P ( lim X, — X> ~ 1. (50)

n—oo

Lemmes de Borel-Cantelli Pour toute suite d’événements {Ay, },>1, soit

{4, i.0}={Ce€Q| (e A, pour une infinité d'indices n > 1}.
Lemme 1 (Premier Lemme de Borel-Cantelli). Pour toute suite d’événements {Ap}n>1,

Y P(4,)<oo = P(A, io0)=0.
n=1

Lemme 2 (Second Lemme de Borel-Cantelli). Pour toute suite d’événements {Ay},>1 indépen-
dants,

iP(An) =00 = P(A, i0.)=1
n=1

Conditions suffisante de convergence presque stire. Toute suite de v.a. { X}, },>1 converge
presque siirement (i.e., avec probabilité 1) vers une v.a. X, si pour tout € > 0,

iP(|Xn—X| > ¢) < . (51)

n=1
Dans le cas ou les v.a. X,, sont indépendantes, cette condition est nécessaire et suffisante.
Convergence en distribution (ou en loi) : définition. La suite de v.a. {X,,},>1 converge

en distribution vers X s’il existe une fonction continue F(-) qui est la fonction de répartition
d’une v.a. X telle que pour tout x

lim F,(z) = F(x). (52)

Théoréme central limite. Soit {X,,},>1 une suite de v.a. i.i.d., de moyenne p et de variance
o2. A partir de cette suite de v.a., on construit une autre suite de v.a. {Z,} données par

Zn:ZX"'_’“‘. (53)

i=1

Alors le théoréme central limite énonce que la suite de v.a. {Z,} converge en distribution vers
une v.a. normale Z :

Zy 5 7 ~ N(0,1),
c’est-a-dire

2
lim Fy (2) = Fyz(z) = — e 2.
Jm P, (2) = Fa(z) = 2= |



Convergence en probabilité : définition. La suite de v.a. {X,,},>1 converge en probabilité
vers X lorsque, pour tout € > 0,

lim P(|X — Xp| >¢) = 0. (54)
n—oo

Loi faible des grands nombres. Soit {X,,},>1 une suite de v.a. indépendantes, de méme
moyenne p et de méme variance o2. A partir de cette suite de v.a., on construit une autre suite
de v.a. {X,,} données par

_ 1 &
Xn=— E;X (55)
1=

Alors la loi faible des grands nombres énonce que la suite de v.a. {X,,} converge en probabilité
Vers [i.

Convergence en moyenne quadratique : définition. La suite de v.a. {X,,},>1 converge
en moyenne quadratique vers X lorsque

lim E[(X, — X)) =0. (56)

n—oo

5 Processus stochastiques a temps continu

Stationnarité. Un processus stochastique X (t) est stationnaire au sens strict (SSS), ssi toutes
ses propriétés statistiques sont indépendents de 'origine des temps. En d’autres termes, quels
que soient n € Ny, t1,...,t, € Ret c € R,

Fx (). x(t) (@15 Tnitts oo tn) = Fx(t4e). X(tnte) (T1, - Tnsti + ¢ty + ). (57)

Un processus stochastique X (t) est stationnaire au sens large (WSS pour “wide-sense stationary”),
ou encore stationnaire du second ordre, ssi sa moyenne ne dépend pas du temps t et sa fonction
d’auto-corrélation (ou de covariance) ne dépend que de la différence entre les deux instants
auxquels elle est évaluée :

px (t) = px,
Rx(tl,t2> = Rx(tl — tg).
Si X est réel, Ry (1) = Rx(—7) et |Rx(7)| < Rx(0) = E[X?(t)].

Deux processus réels X(t) et Y (t) sont conjointement stationnaires au sens large s’ils sont
stationnaires au sens large et si leur fonction de cross-corrélation ne dépend que de la différence
entre les deux instants auxquels elle est évaluée :

Rxy (t1,t2) = Rxy (t1 — t2).

La fonction de cross-corrélation de ces deux processus a les propriétés suivantes. Si X et Y sont
réels, Rxy (1) = Ryx(—7), et

| <V Rx(0)Ry(0),
|Rxy(7)] < (Rx(0)Ry(0))/2.



Ergodisme. Si (X(¢))r = %fOT X (t)dt, le processus WSS X (t) est ergodique par rapport a sa
moyenne ssi

VAR[(X ()] = E[(X(8))r — pnx)*] = 0

quand T — o0, ou encore ssi

hm/ Cx(r 1——)dT:0.
T—oo T

Le processus WSS X (t) est ergodique par rapport a sa moyenne si lim,_,, Cx(7) = 0. De maniére
similaire, un processus X (t) stationnaire est ergodique par rapport a sa variance ssi

E(X*()r — pX] = 0%,
VAR[(X*(t)r — px] = 0,

et ergodique par rapport & sa fonction d’auto-corrélation ssi

EUX(+7)X ()] = Rx(7),
VAR[(X(t+7)X(t))7] — 0,

(X(t+7)X T_/ X(t+ )X (t)dt
est un estimateur de la fonction d’auto-corrélation.

Densité spectrale de puissance. Soit X(¢) un processus continu stationnaire au sens large.
Sa densité spectrale de puissance Sx(f) est la transformée de Fourier de sa fonction d’auto-
corrélation : Sx(f) = fj;o Rx(1)e 7% f7dr. Celle-ci est bien définie si fj;o |Rx(T)|dT < 00. En
fait, si la moyenne du processus n’est pas identiquement nulle, cette condition n’est pas satisfaite,
car |[Rx(7)| = |Cx(7)| + % pour tout 7 € R. On peut alors utiliser les impulsions de Dirac, et
écrire

+00 .
Sx(f)= [  Ox(r)e *Tar + uX(f).
—0oQ
La fonction d’auto-corrélation peut étre obtenue par la transformée inverse Rx ( f tog f)e’ 2717 qf .

Sx(f) est réelle, paire, non négative. La fonction Sx(f)/Rx(0) est une dens1te de probabl—
lité.
La densité spectrale mutuelle de puissance (en anglais : “cross-power spectral density”) de

deux processus X et Y est la transformée de Fourier de leur fonction de cross-corrélation :
Sxy(f) = f;oo RXy(T)e_]27rdeT.

Le bruit blanc N (¢) est un processus stochastique WSS dont la densité spectrale de puissance est

N
une constante Sy (f) = 5.
Un systéme transformant un signal d’entrée x(t) en un signal de sortie y(t) = T'(z(t)) est linéaire si
Tlax1(t)+bxao(t)] = aT(x1(t)) + 0T (x2(t)). Il est invariant dans le temps siy(t—7) = T(x(t—71)).

10



La fonction de transfert d’un systéme linéaire et invariant dans le temps (LTI) est la transformée
de Fourier de sa réponse impulsionnelle, c’est-a-dire

H(f) = /+Oo h(t)e 72/t

—0o0

La densité spectrale de la réponse Y (¢) d’'un systéme linéaire et invariant dans le temps dont
la réponse impulsionnelle A(t) est absolument intégrable et dont la transmittance est H(f),
A un processus X (t) WSS de densité spectrale Sx(f) est Sy (f) = [H(f)[*?Sx(f). De plus

Syx(f) = H(f)Sx(f) et Sxy(f) = H*(f)Sx(f).

6 Processus stochastiques a temps discret

Processus ARMA. Soit U(n) un processus stochastique a temps discret, appelé proces-
sus d’innovation. On supposera par défaut que U(n) est un bruit blanc de variance 0[2]. Le
processus

X(n)=> bU(n—k) (58)
k=0

est appelé moyenne mobile (“Moving Average”, MA) d’ordre m de U, pondérée par les coefficients
b, 0 <k <m.

Le processus calculé récursivement a partir de U et de p valeurs initiales X (0),..., X(p—1)
p
X(n) ==Y apX(n—k)+U(n) (59)
k=1
est appelé processus auto-régressif (AR) d’ordre p. Les coefficients a1, ..., a, doivent étre choisis

de telle maniére que ce systéme soit stable.

La combinaison de ces deux processus donne un processus ARMA (m,p) :
p m
X(n)=-Y apX(n—k)+ Y bU(n—k). (60)
k=1 k=0

Stationnarité. Un processus stochastique X (n) est stationnaire ou plus précisément station-
naire au sens strict (SSS) ssi toutes ses propriétés statistiques sont indépendentes de 'origine
des temps. En d’autres termes, quels que soient m € Ny, ni,...,n, € Z et c € ZEL

FX(nl)...X(nm)(xlv <oy Ty Ny e nm) = FX(nlJrc)...X(nerc)(xl? ce e TmiNT TGy Ty C)’

Un procesus stochastique X (n) est stationnaire au sens large (WSS pour “wide-sense stationary”),
ou encore stationnaire du second ordre, ssi sa moyenne ne dépend pas du temps n et sa fonction
d’auto-corrélation (ou de covariance) ne dépend que de la différence entre les deux instants
auxquels elle est évaluée :

px(n) = px,
Rx(nl,ng) = Rx(nl — ng).

1. Si le processus est restreint aux n € N (au lieu de n € Z), il faut prendre n1,...,%m,c € N.

11



Ergodisme. Soit X(-) un processus stationnaire au sens large, et

(X)) = 2m+1 Z

Ce processus est ergodique par rapport a sa moyenne ssi
VAR[(X(n))m] = E[((X(n))m — px)?] = 0

ou encore ssi

1 k]
lim C =
m—><x>2m—|—1 Z x( ( 2m—|—1)

k=—2m

Une condition seulement suffisante : un processus WSS X (n) est ergodique par rapport a sa
moyenne si limg_,, Cx (k) = 0.

Le processus est ergodique par rapport & sa fonction d’auto-corrélation lorsque

(X)X (0= B = 5 Z — 1)

tend vers Rx (k) au sens des moindres carrés quand m — oo.

Densité spectrale de puissance. Soit X (n) un processus discret stationnaire au sens large.
Sa densité spectrale de puissance Sx(f) est la transformée de Fourier discréte de sa fonction
d’auto-corrélation :

+oo
> Rx(k)e 72k, (61)

k=—00

A nouveau, celle-ci est bien définie si > ;2 |Rx (k)| < co. Comme Sx(f) est périodique (de
période 1), on peut considérer les seules fréquences du domaine —1/2 < f < 1/2. La fonction
d’auto-corrélation peut étre obtenue par la transformée inverse

1/2 4
Rx(k) = [ sx(peity. (62
~1/2
On peut également étendre la définition a la variable z pour obtenir la transformée en z de
Rx (k) :

+oo
S Ry(h)z (63)

k=—o00

La densité spectrale s’obtient en posant z = 727/ : Sx(e727f) = Sx(f). La densité spectrale
mutuelle de puissance (en anglais : “cross-power spectral density”) de deux processus X et Y est la

transformée de Fourier de leur fonction de cross-corrélation : Sxy (f) = Y72° . Rxy (k)e 727/k,

Un bruit blanc N(n) a une densité spectrale constante sur toute la bande de fréquences —1/2 <
f <1/2 qui vaut Sy(f) = 0%

La densité spectrale de la réponse Y (n) d’un systéme linéaire et invariant dans le temps dont
la réponse impulsionnelle h(n) est absolument sommable et dont la transmittance est H(f),
a un processus X (n) WSS de densité spectrale Sx (f) est Sy (f) = |H(f)|?Sx(f) et Sy(z) =
H(z)H(1/2)Sx(z) o la fonction de transfert H(z) est définie par H(z) = S ()27t De
plus Syx (f) = H(£)Sx(f) et Sxv(f) = H*(F)Sx (/).
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Filtre optimal de Wiener. La transmittance du filtre de Wiener est H(f) = %&?. Equa-
tions normales (filtre causal) : >~,2  h(¢)Rx(k — () = Rpx (k) avec k € N.

7 Processus de Poisson

Les trois définitions suivantes du processus de Poisson homogéne sur Rt sont équivalentes.
Définition 1. Un processus de Poisson homogéne d’intensité (tauz) A > 0 est un processus de
comptage N (t) qui satisfait auz trois hypothéses suivantes :

H1. Le processus est & accroissements indépendants : des événements se déroulant dans des
intervalles disjoints sonts indépendants, 1.e.

PU{N({+T)—N(t)=no} N{N(t) =n1}) =P(N({t+T)— N(t) =no)P(N(t) = n1)

H2. Le processus est homogéne dans le temps, ce qui signifie que ses accroissements sont
stationnaires : le nombre d’événements se déroulant dans un intervalle de temps ne dépend
que de sa longueur, i.e.

P(N(t+T)— N(t) =ng) = P(N(T) = no)

H3. La probabilité que deux événements ou plus se produisent dans un petit intervalle de temps
At est négligeable par rapport & la probabilité qu’il n’y ait qu’un seul événement. Plus
précisément,

P(N(At) =1) = MAt + o(Ab),
P(N(At) > 2) = o(At),

ot X\ est un parametre positif (appelé intensité) et ou la fonction f(-) est “o(At)” si

L fay

— =0.
At—0 At

On en déduit que

P(N(At) = 0) = 1 — AAt + o(At).

Définition 2. Un processus de Poisson homogéne d’intensité (taux) X\ > 0 est un processus de
comptage N (t) qui satisfait aux deux hypotheéses suivantes :

H1’. Le processus est a accroissements indépendants : des événements se déroulant dans des
intervalles de temps disjoints sont indépendants, i.e.

PU{N({t+T)—N(t)=no} N{N(t) =n1}) =P(N({t+T)— N(t) =no)P(N(t) = n1)

H2’. Le nombre d’événements se déroulant dans un intervalle de temps de longueur T suit une
loi de Poisson, t.e., pour tout t, T > 0 et n € N,
(AT)"

P(N(t+T) = N(t) =n) =~ e M

13



Définition 3. Soit {T'(n),n € N} une suite de variables aléatoires exponentielles i.i.d. de
moyennes 1/, a partir de laquelle on forme la séquence

Le processus de comptage N (t) obtenu en posant N (t) = max{n € Ng : S(n) < t} est un processus
de Poisson homogéne d’intensité (tauz) A > 0.

Le processus de Poisson homogéne posséde les propriétés suivantes :
P1. Sa fonction d’auto-corrélation est Ry (t1,t2) = A%t1ty + Amin(ty, t2).

P2. La superposition de M processus de Poisson indépendants N;(t) de taux \;, i < i < M est
encore un processus de Poisson N(t), de taux A\ = Zf\i 1 i

P3. La décomposition d’un processus de Poisson N (¢) de taux A en M processus différents, telle
que la probabilité qu'un événement de ce processus fasse partie du processus i (1 < i < M)
est égale a p; (Zi\il pi = 1) donne encore naissance a M processus de Poisson N;(t)
indépendants, de taux p;A, 1 <i < M.

P4. La séquence des temps d’arrivée {S(n),n € No} suit une loi d’Erlang : fgp,)(s;n) =
A(rs)n—1

(T e avec s € RT.

Bruit impulsif de Poisson (Shot Noise). Le processus stochastique Xp,(t) = 3.°° A, h(t—
S(n)) ot h(t) est une fonction déterministe, ot {S(n),n € Z} est la séquence des temps d’arrivée
d’un processus de Poisson homogéne {N(t),t € R}, et ou {A4,,n € Z} est une suite de variables
aléatoires i.i.d. et indépendantes de N (t) est appelé bruit impulsif de Poisson composé. Si 4,, =1

pour tout n € Z, le processus est le bruit impulsif de Poisson.

Théoréme de Campbell : si h(t) est une fonction absolument intégrable, la moyenne, la variance
et la densité spectrale de X (t) valend respectivement

o0

b, = ELXA(0)] = a1 (0) = Nua [ i),

—00
o0

PG =N +o3) [ s)ds

—0o0

7, =Nk +o) |

—0o0

St () = wa N H(0)5(f) + (i + o)A H ()],

ott ua = E[A,] et 04 = VAR[A,] = E[(An — pa)?] et H(f) est la transformée de Fourier de
h(t).
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8 Chaines de Markov a temps discret

Avec P = [p;j] la matrice de transition et 7w(n) = [m;(n)] le vecteur ligne des probabilités d’état
au temps n, on a

Zm(n) =1,

i€S
Zpij =1
JjES
P = pn,
w(n)=nw(n—1)P=---=m(0)P".
L’état i € S est récurrent si et seulement si Y pgl) = 0o et transitoire sinon. Soit T; =

inf{n € Ny : X(n) =i} le temps de premier passage par 1’état i. Si ¢ est récurrent, alors il est
récurrent positif ssi E[T; | X(0) =] = >, cn, mP(T; = m | X(0) = 4) < oo, et récurrent nul
sinon. Une chaine de Markov homogéne irréductible, apériodique et dont tous les états sont
récurrents positifs est dite ergodique.

Si X(n) est une chaine de Markov homogéne ergodique alors il existe une seule distribution
stationnaire donnée par 7'('; =Y icsTiPij €t > icsmr = 1. De plus, tout vecteur des probabilités
d’état tend vers cette distribution stationnaire (7(n) — 7*) lorsque n — oc.

Si X (n) posseéde une distribution stationnaire unique 7w* = [71'6 .. .], alors le temps moyen

de retour a I'état ¢ vaut E[T; | X(0) =] = 1/x}.

On définit le temps d’atteinte de A C S par H4 = inf{n € N: X(n) € A}, et par H4 = oo si
I'ensemble {n € N: X(n) € A} est vide. Soit hja = P(H4 < oo | X(0) = 7). Alors le vecteur
des probabilités h4 = [h;,7 € S] est la solution minimale non négative du systéme d’équations
linéaires

higa=1 sii e A,
hz’A:Zpijhj.A SiZ‘Q.A.
jES

Soit pfy = E[H | X(0) = i]. Le vecteur des temps d’atteinte pf{ = [u%), i € S] est la solution
minimale non négative du systéme d’équations linéaires

p =0 sii € A,

pia =14 pinfa siig A
JgA

Processus de branchement. Soit X (n) le nombre d’individus de la génération (n + 1). On
suppose que chaque individu ¢ de la (n + 1)iéme génération aura généré durant son existence C7'
descendants, ot les C* forment une suite de v.a. i.i.d., de loi de probabilité P(C?* = k) = ¢ donnée
pour tout k € N, et ¢ > 0. Soit G¢(2) la fonction génératrice de probabilité des variables C7'.
La premiére génération ne comporte qu'un seul individu (X (0) = 1). La probabilité d’extinction
du processus hjg est la solution réelle minimale non négative de I’équation G¢(z) = 2.
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Chaine réversible. Supposons qu’on ait une chaine de Markov ergodique & ’état stationnaire,
et qu’a partir d’'un certain temps n, on considére la séquence d’états X (n), X(n — 1), X(n —
2),...,X(0), c’est a dire la chaine originelle en remontant le temps (chaine renversée ou backward
chain). Si les probabilités de transition de la chaine renversée sont les mémes que celles de la
chaine directe, la chaine est réversible. Une chaine de Markov ergodique est donc réversible ssi
pour tout 4,7 € S, T pij = T;pji.

9 Chaines de Markov a temps continu

Les deux définitions suivantes de chaines de Markov & temps continu sont équivalentes.

Définition 4. Une chaine de Markov & temps continu est un processus {X (t),t € R™} a valeurs
discrétes dans S qui satisfait aux hypothéses suivantes :

HI1. Processus Markovien : pour toute suite d’instants tg < t1 < --- < t, € R" et toute suite
d’états 19,01, ...,1, € S,

P(X(ty) = in | X(tn-1 = in_1, ..., X(to) =i0) = P(X(tn) = i | X(tn_1) = in_1). (64)

H2. Processus homogéne : pour tout s,t € R" eti,j €S,

P(X(t+s)=j|X(s) =1) =pij(t) = P(X(t) =7 | X(0) =1). (65)

Définition 5. Soit le processus {X (t),t € R*} a valeurs discrétes dans S, et soit {S(n),n € N}
la séquence des instants de transition d’un état a l'autre. Ce processus est une chaine de Markov
A temps continu si et seulement st

H1’. La séquence des temps de séjour (holding times) {T'(n),n € N} avec T(n) = S(n+1)—S(n),
est une suite de v.a. exponentielles indépendantes, avec les temps de sé€jour dans un méme
i (T;(n)) identiquement distribués.

H2’. Le processus {X (n) = X(S(n)),n € N} est une chaine de Markov & temps discret homogéne
(appelé chaine induite).

Equations de Kolmogorov, Avec v; qui est I'inverse de la durée moyenne de séjour du
processus dans I'état ¢ entre deux transitions successives, ou encore le taux moyen avec lequel le
processus fait une transition quand il est a I'état ¢, et ¢;; la probabilité que lors d'une transition,
X (t) passe de I'état ¢ a ’état j, on définit le générateur infinitésimal de la chaine de Markov &
temps continu par

qij = ViQij sii# j,
Qij = Vi Sii:j.

Alors, avec chaque fois la condition initiale P(0) = I,

dp;; dP

f;t (t) = %pik(t)%j ou E(t): P(t)Q, (66)
dp;; dP

dt] (t) = ];Qikpkj (t) ou g(’f): QP(1), (67)
dm

E(t) =7(t)Q. (68)
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Si X (t) est une chaine de Markov homogéne ergodique alors il existe une seule distribution
stationnaire donnée par la solution unique de ), 7 qi; = 0 et >, g7 = 1. De plus, tout
vecteur des probabilités d’état tend vers cette distribution stationnaire : w(t) — 7* lorsque
t — o0.

Chaine réversible. Si la chaine de Markov induite X (n) est réversible, alors la chaine de
Markov & temps continu X (t) est elle-méme dite réversible (temporellement). Une chaine de
Markov ergodique est donc réversible ssi pour tout ¢,5 € S, m1¢;; = W]*qjl-. Tous les processus de
naissance et de mort a 1’état stationnaire sont réversibles.

10 Files d’attente

Loi de Little. Nombre moyen de clients dans le systéme = taux d’arrivée x temps de réponse
moyen. Exemple : E[N] = AE[R] avec N le nombre de clients séjournant dans la file d’attente,
R le temps de réponse du systéme et A le taux d’arrivée moyen (effectif).

File M/M/1. Si X est le taux d’arrivée, p le taux de service et p = A/u < 1 lintensité du
traffic,

1
Fr(r) = (u—Ne WM avec r >0,
BIR) = 1/~ ).

Théoréme de Burke : le processus de départ d’une file M/M/1 est un processus de Poisson de
taux A, et & chaque instant ¢, le nombre de clients présents dans le systéme est indépendant de
la séquence des temps de départ avant t.

Formule d’Erlang B. (File M/GI/s/s) :

P(rejet) = P(N = s) = Zs(_);/(l;\)/Z)S’l/R‘

Formule d’Erlang C. (File M/M/s), avec p=A/u < s:

B B p*/s!
Plattente) = P(N 2 8) = - S5 TL o /nl + ps /st

File M/G/1 (ou M/GI/1). Si X est le taux d’arrivée, u le taux de service, p = A\/p < 1
I'intensité du trafic, a?g la variance des temps de service et G4(z) la transformée de Laplace
évaluée en \(z — 1) de la densité de probabilité fg(s),

(1-p)(z=1)Ga(z)

Gn(2) = z2—Ga(z) ’
E[N] = % <1 _ L) 2“20*%)) :
E[R] = E[N]/\.
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File M/G /oo (ou M/GI/oc0). Si A est le taux d’arrivée, p le taux de service et p = \/p,

'

P(N =n)= %e_p,
E[N]=p,
E[R] =1/p.

Théoréme de Burke : le processus de départ d’une file M /GI /oo est un processus de Poisson de
taux A, et & chaque instant ¢, le nombre de clients présents dans le systéme est indépendant de
la séquence des temps de départ avant ¢.

11 Formules classiques

11.1 Trigonomeétrie

sin(A + B)
cos(A £+ B)

tan(A £ B)

sin2A
cos2A

1+ cos24
sin A 4+ sin B
sin A —sin B
cos A+ cos B

cos A —cos B

sin Asin B
cos Acos B

sin A cos B

sin A cos B &+ cos Asin B
cos Acos B Fsin Asin B
tan A + tan B

1Ftan Atan B
2sin Acos A

= cos’ A —sin? A
sin3A =
cos3A =

1—cos24 =

3sin A — 4sin® A
4cos® A —3cos A
2sin? A
2 cos? A

A—i—BCOSA—B
2 2

A+B . A-B
sin
2 2

A+ B A-B
cos
2 2

A+B . A-B

5 Sin—y
(cos(A — B) —cos(A+ B))/2
(cos(A — B) + cos(A+ B))/2

(sin(A — B) +sin(A+ B))/2

2sin

2 cos

2 cos

—2sin
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11.2 Paires de transformées de Fourier continues

g(t

g(t/a
t"g(t
d"g(t)/dt
cos(27 fot)
sin(27 fot)
sit>0,
sit <0.

~— ~— ~—

3

I A A R AN AN I

exp(—alt|

exp(—mt?

e

rect(t/T) = Lgy<r/23 (¢
(

)
)
)
)
tri(t/T) = (1 — [t[/T) 1<y (1)

G(f) = F{g}(f)
la|G(af)
(j/2m)"d"G(f)/df"
2 f)"G(f)
(6(f + fo) +6(f — fo))/2
i(0(f + fo) = 6(f — fo))/2

1
G(f) = P
2a/(a® +47°f*) a >0
exp(—f?)
1/(2mjf)
Tsine(fT) = sin(wfT) /(7 f)
Tsinc?(fT) = sin?( fT) /(x> f>T)

11.3 Paires de transformées de Fourier discrétes

g(n) =d" +— F{g}(f)
11.4 Seéries

[e.9]

> d"
n=0
oo

D

n=0
oo

D

n=0

xn

n!

:L,TL

nln!

_ 1—a?
14 a% —2acos(27f)

sial <1

1/(1—a) sila] <1

exp(x)

In(2v/x)

ou Iy(x) est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’ordre 0.

11.5 Autres formules

SineNeta>0,

/ 2" exp(—azx)dr =
0

n!
an+1 :
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