ALGEBRE LINEAIRE (G. Favi) Section MT cPrL

Série 1

Mots-clés: Systemes linéaires, matrices associées, opérations élémentaires, colonnes-
pivots, algorithme de Gauss-Jordan

Question 1

Sur une balance a deux plateaux on place des billes, des cubes et des pyramides
(tous les objets d’'une méme forme ont le méme poids). La balance est équilibrée
quand il y a 7 billes a gauche et 6 cubes et 2 pyramides a droite ainsi qu’avec 4
pyramides a gauche et 1 cube et 1 bille a droite.

i) Ecrire un systeme linéaire qui traduit ces informations et le résoudre.

ii) Sil’on connait le poids de I'un de ces objets peut-on en déduire le poids des
deux autres?

Question 2 Trouvez tous les nombres de 3 chiffres qui augmentent de 270
quand on intervertit les deux premiers chiffres a gauche et qui diminuent de 99
quand on intervertit I'ordre des chiffres extrémes.

Question 3
Considérons le systeme linéaire a 3 équations et 2 inconnues
r1 — 5.%2 =0
—X — 2.1'2 =0

3$1 - 31’2 = 1
i) Est-ce que le systeme est compatible?

ii) Donner une interprétation géométrique du résultat.
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Question 4
En considérant les variables dans 'ordre x,y,u, v, w, quelle est la matrice aug-
w+2r—y =4
—y+x =3
w+3dr—2y =7
2utdv+w+Tr =7

-1
-1
-2

0

mentée du systeme ci-contre?

0|
0|

NO OO
N =N
|
—

-
NO OO
O oo
O

NN EN
N~
=
N W N

NSRS
N——

S =Nele)

N OO N
= O oo
=
oo oo

RIEEES
N——

SESERIFS
SN—
/)~

|
==

B W N

|
N O
~ooo

Question 5
A Taide de l'algorithme de Gauss-Jordan, résoudre le systéeme suivant:

w+2r—y =4
—y+x =3
w4+3r—2y =7
2ut+dv+w+T7r =7

Question 6
Soit @ € R. A T'aide de I'algorithme de Gauss-Jordan, déterminer les valeurs du
parametre a pour lesquelles le systeme

ar+(1—a)y+(1—a)z =d?
ar + (1+a)y+ (14+a)z =a—ad?
r+y+z =1—a
a) n’admet aucune solution,
b) admet une infinité de solutions,

¢) admet une solution unique.

Ensuite résoudre le systeme dans les cas b) et c).
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Question 7
Laquelle des colonnes de la matrice suivante n’est pas une colonne-pivot?
01 -1 3
10 2 3
12 0 3
1 2 0 6
I:l la quatrieme I:l la premiere
I:l la troisieme I:l la deuxieme

Question 8  Le systeme linéaire suivant ou a est un parametre réel

20 +2y+22 =1
20+22 =1-2a

2¢ +4day + 22z =1

dr +4day+ 22z =1+ 2a

|:| ne possede aucune solution lorsque a # %

|:| possede une infinité de solutions lorsque a = %

1

|:| ne possede aucune solution lorsque a = 3

N . . _ l
I:l possede une solution unique lorsque a = ;3
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Question 9

1) Un systeme linéaire peut avoir exactement 12197 solutions.

|:| Faux
I:l Vrai

2) Deux systémes linéaires qui ont les mémes ensembles de solutions ont des
matrices associées qui sont égales.

|:| Faux
|:| Vrai

3) Une matrice échelonnée et réduite de taille 4 x 5 possede 4 colonnes-pivots.

|:| Vrai
|:| Faux

4) Une matrice de taille 9 x 18 possede au maximum 9 colonnes-pivots.

|:| Vrai
|:| Faux

5) Si un systeme de m équations & n inconnues possede exactement 2 solutions,
alors

|:| aucune équation du systeme n’est linéaire
|:| au moins une des m équations n’est pas linéaire.

Question 10 [Tanabe Shigetoshi, 1865]

On considere un triangle équilatéral de coté a et on
suppose que des cercles sont agencés comme sur la
figure ci-contre (6 cercles blancs, 3 gris et 7 noirs).
Exprimer les rayons des cercles gris, noirs et blancs
en fonction de a.

Indication. On note r le rayon du cercle inscrit au tri-
angle, g, n, b les rayons des cercles gris, noirs, blancs
respectivement. Ecrire r en fonction de g,n,b de 3
fagons possibles. A la fin utiliser le fait que r = ‘/Tga.
Astuce: 11 y a un hexagone régulier caché dans cette
figure
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