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Exercice 1. Bien comprendre la notion de rayon de convergence d’une série entière.

1. [À rendre] Soit
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R. Montrer que

R = sup{|x| ; (anx
n) bornée}.

(On pourra utiliser ce résultat pour la suite de l’exercice.)

2. Montrer que si une série entière
∑∞
k=1 akx

k est telle qu’il existem,M ∈ R∗+ tels quem ≤ |ak| ≤M
pour tout k ∈ N alors son rayon de convergence est 1.

3. Soit
∑
n anx

n une série entière de rayon de convergence R ∈ [0,+∞], telle que an > 0 pour tout
entier n et soit α > 0. Quel est le rayon de convergence de la série

∑
n a

α
nx

n ?

Exercice 2. S’entrâıner au calcul du rayon de convergence de séries entières.

Trouver le rayon de convergence de ces séries entières:

1.
∑∞
n=1

2nx3n

n

2.
∑∞
n=1 log(1 + sin(1/n))xn

3.
∑∞
n=1(e1/n − 1)xn

4.
∑∞
n=1 a

√
nxn, a > 0

5.
∑∞
n=1 x

n!

6.
∑∞
n=1 n

log(n)xn

Exercice 3. Convergence normale et convergence uniforme des séries de fonctions

1. On dit qu’une suite de fonctions réelles (fn)n∈N définies sur un domaine D ⊂ R est uniformément
de Cauchy ssi

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p, q ≥ N et x ∈ D, |fp(x)− fq(x)| ≤ ε.
Montrer que (fn) converge uniformément sur D ssi (fn) est uniformément de Cauchy sur D.

2. Soit (fk)k∈N une suite de fonctions définies sur un domaine D ⊂ R et on suppose qu’il existe une
suite réelle (ak)k∈N telle que |fk(x)| ≤ ak pour tout x ∈ I et k ∈ N. Montrez que si

∑∞
k=0 ak

converge, alors la série de fonctions
∑∞
k=1 fk converge uniformément sur I.

Indication: montrer que la suite des sommes partielles de la série est uniformément de Cauchy.

3. Quand une série de fonctions satisfait les hypothèses de la question 2, on dit qu’elle converge
normalement. On a donc montré que la convergence normale implique la convergence uniforme.
La réciproque est-elle vraie? Si oui, le montrer, si non, donner un contre-exemple.

4. Montrer que la série de fonctions x 7→
∑∞
k=1

k2+x4

k4+x2 converge vers une fonction continue.

Exercice 4. Un peu de révision sur les dérivées...

L’objectif de cet exercice est de montrer la version unidimensionnelle du Theorème d’inversion
locale, un résultat fondamental d’analyse.

1. Soit f : R→ R, f ∈ C1(R), et soit x ∈ R t.q. f ′(x) 6= 0. Montrer que f est localement bijective
dans x, c.-à-d. qu’il existe un intervalle ouvert I contenant x tel que t.q. f |I : I → f(I) est
bijective. En outre, montrer que f−1 ∈ C1(f(I)).

2. Trouver une fonction f t.q. la dérivée f ′ existe et t.q. f ′(x) 6= 0 mais f n’est pas localement
bijective dans x.
Indication: pensez au théorème de la continuité de la dérivée pour guider votre imagination.
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